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Prefacio

Este livro é dedicado aos que desejam se aprofundar no estudo do
modelo XY através de técnicas de simulagdo Monte Carlo. Os conceitos
abordados nesse volume exigem do leitor um conhecimento de avancado
de fisica sendo, portanto, mais adequado aos que ja& dominam conceitos
de Mecéanica Estatistica e Teoriados Sdlidos.

O primeiro capitulo é consagrado a revisdo dos principais conceitos
envolvidos na simulagdo Monte Carlo. Também séo discutidas as princi-
pais caracteristicas de alguns algoritmos de Monte Carlo.

O segundo capitulo sdo apresentados os aspectos fundamentais das
transi¢cdes de fases e fendmenos criticos, bem como, técnicas de andlise
necessarias paratratar osdadosobtidosdassimulacdes.

No terceiro capitulo sdo apresentadas simulacdes Monte Carlo aplica-
das ao modelo XY com diluicéo por sitios do tipo temperada numa rede
cubica. O diagrama de transicdo de fase da temperatura critica versus
concentracdo de sitios magnéticos foi obtida utilizando-se algoritmo de
Monte Carlo Hibrido e Técnica do histograma. Esse diagrama revela uma
fase desordenada separada de uma fase ordenada por uma linha de tran-
sicdo de segunda ordem. Os resultados da simulacdo foram comparados
com resultados analiticos, bem como recentes resultados experimentais.



No quarto capitulo sdo apresentados e discutidos os resultados da
simulacdo Monte Carlo aplicada a versdo XY do modelo vetorial de Blume-
Emery-Griffiths em filmes ultrafinos, utilizando redes quadradas e trian-
gulares. Com a simulacdo foi obtido o diagrama de fase que reproduz,
para uma faixa dos valores dos parametros do modelo, a topologia do
diagrama observado para filmes de misturas de *He-*He . Esse diagrama
apresenta uma fase superfluida rica em “He , e uma fase fluida normal rica
em 3He e em *He . A transicdo da fase superfluida para a fluida rica em
“He é do tipo BKT enquanto a transicdo para a fase fluida rica em 3He ¢
de primeira ordem. A caracteristica marcante desse modelo é a existéncia
do ponto BKT terminal e do ponto critico simples. Os resultados da Simu-
lagdo foram comparados com dados analiticos demostrando a eficiéncia
da técnica e a precisdo dos resultados.

No quito capitulo sdo apresentados os resultados do método Monte
Carloaplicadoao modelo XY-VBEG em filmes multicamadas. Nesses fil-
mes 0 comportamento na transicdo de fase continua caracteristico de
uma transicao do tipo BKT. O diagrama de fase apresenta a topologia
similar do modelo ultrafino, exibindo um ponto BKT terminal e um ponto
critico isolado. Por outro lado, a localizacédo destes pontos, bem como a
temperatura BKT do sistema puro, depende da espessura do filme, ou seja,
do nimero de camadas do sistema. Também foi estudada a distribuicao
da concentracéo de 3He em cada camada do filme, mostrando a influéncia
das condicdes de contorno livre e a concentracdo de *He no ponto BKT
terminal, mostrando que essa depende da espessura do filme.



Sumario

INTFOTAUGAD ..ottt bbb 11
1 Algoritimos de Simulac8o Monte Carlos .......ccccccveveienencineneene, 19
L1 MEtrOPOliS. e 21
1.2 WO s 22
1.3 SUPEITEIAXACAD . .eoveieeieeieiee ettt 23
14 GASUEREAE ..o 23
2 Tecnicas de andlises das Transicfes de fase......cccevevvviicvrnnnn, 25
2.1 Método do histograma.........ccceeeeeeeiiiiiiiiiie e 27
2.1.1 Método do histograma Simples .........cccccccvveeereeeinnnns 27
2.1.2 Método do histograma multidimensional................... 30
2.2 Teoriade escala de tamanho finito ..........cccccvviireiniineniieeen, 32
3 Modelo XY tridimensional como dilui¢do por sitios labelcap:xy 37
3.1 Impurezas ou defeitos nos modelos magnéticos..................... 41
3.2 XY comdiluic8o temperada .........ccocceeiiiiiiiciiii e 43
3.3 EXPOENLES CritiCOS ..vviiviiiiiiiiiiiiiisiiesieesiee st 46
3.4 Diagramade fase........cccviiiiiiiiiiiie e 53
3.5 Comparacdo comresultados experimentais ..........cccccceeeennens 56
3.5.1 XY antiferromagnétiCo .........cccevvrviieiiniiniie e e siee e 56

3.5.2 Modelo XY ferromagnético com interacéo de su-
PEITIOCA ... 58
3.6 CONCIUSAD ... 65
4 Filmes monocamadas de misturas de 3He-*He.............cccccoe.u.n.... 67

4.1 Quantidades termodiNAmiCas ............uveverereverereeererrreeererneenennnn. 72



42 RedequadradaeK=1....... ... ... ........ 75

421 Concentracdode®He. . .. ... . ... ....... 75
4.2.2 Calorespecifico...... . .............. 78
423 Mobdulo da helicidade . .. .. ............ 79
4.2.4 Susceptibilidade magnética . ............ 81
425 Diagramadetransicdofase . ... ... ....... 83
43 RedequadradaeK=0 . ... . ................ 86
43.1 Concentraciode®He.. .. . ... .......... 86
43.2 Calorespecifico...... . .............. 86
43.3 Diagramadetransicdofase . . ... ... ...... 89

44 RedetriangulareK=1 ... .................. 100
441 Magnetizagdo . . . . . . e K

4,42 Susceptibilidade magnética . . . ... ....... 104

4.43 Concentracdo de 3He e sua e distribuicdo de pro-
babilidade ... 108
4.4.4 Diagrama de transicdode fase .........ccccevvieeeeiiieeenns 110
45 CONCIUSAD ....cveiiiii ettt 112
5 Filmes multicamadas de misturas de *He-*He .........ccccceocvvnnnne.e. 115
5.1 Calor eSPECITiCO .....cciiiiiiiiciie et 117
5.2 Mdébdulodahelicidade ...........ccocvviiiiiieiiiiee e 118
5.3 Susceptibilidade ..........ceeviiieieiiiie e 119
5.4 Diagrama de transicdode fase..........cocceevviiiiiiiiiii i, 122
5.5 ConcentraGao de SHE ........o.oovovvcuiueeeeeeeeeeeeeeee e 126
5.6 CONCIUSAD ....coiiiiiiiii ettt 129

Referéncias



Introducao

A SSIMULAGCOES COMPUTACIONALIS ja fazem parte da vida das pessoas.
Elas estdo em jogos de computadores, nas renderizacdo grafica de
projetos de arquitetura ou decoragfes. As simulacdes também possuem
aplicagdes cientificas e tecnoldgicas. Naengenharia, € utilizada em célcu-
los daresisténciaestrutural prédios, pontes, torres. Em estudos climaticos,
através da simulacgdo, os dados de satélites e estacdes meteoroldgicas
podem ser processados, viabilizando um previsao do tempo e estudos cli-
maéticos com melhor precisdo. Naeconomiatemsido utilizadaem analises
de risco de investimentos. Nabiologia modernatem contribuido para des-
vendar o genomade diferentes espécimes, e até em sociologia e marketing
asimulacdo computacional esta presente nos estudos do comportamento
coletivo. Naciénciaetecnologia, assimulacdes permitem testar asteorias
com um custo menor do que realizando experimentos. Por isso, tem se
tornado uma etapa fundamental entre a tedrica e a execugao fisica.

Existem dois ramos principais na simulacdo computacional, um é
deterministico e em geral realiza a integral da equacao diferencial do
movimento, o outro é estocastico e utiliza uma funcao de densidade
de probabilidade baseada na fun¢éo custo ou energia do problema. O
meétodo de simulacdo Monte Carlo se enquadra neste ultimo ramo. Sendo






12 Introducao

um método estocastico ele utiliza um namero aleatério para resolver os
problemas e dessa caracteristica deriva o seu nome, pois Monte Carlo, um
famoso bairro do principado de Ménaco, é conhecido por seus casinos.

O método de Monte Carlo nasceu para tratar de problemas da Fisica
Estatistica, mas rapidamente alcangou diferentes areas isso gracas a sua
versatilidade. Pois asimulacdo Monte Carlo pode ser usadaem problemas
estatisticos como também nos que ndo apresentam nenhuma estatistica
aparente como é o caso do calculo de areas. Outra vantagem do método é
que os algoritmos de Monte Carlo podem ser facilmente paralelizados e
em geral apresenta algoritmos relativamente simples.

Na Fisica Estatistica, Monte Carlo é utilizado para estudar modelos
cuja solucdo exata é invidavel. Um exemplo sdo problemas onde as equa-
¢Oes que descrevem o sistema apresentam singularidades?. Isso ocorre,
por exemplo, nas transi¢des de fase onde diferentes quantidades termodi-
namicas divergem.

Os fendmenos de transicdo de fase sempre foram admirados pela
humanidade. Como a fusdo do gelo ou a ebulicdo da agua. Apesar de
corriqueiros, estes sdo fenbmenos complexos e sé foram explicados sa-
tisfatoriamente no século XX. Hoje transicdes de fase se constituem uma
abrangente e ativa area de pesquisa. Sendo de grande importancia a
alunos de graduacgdo e pds-graduacdo em fisica compreendé-los como
também as técnicas de simulagdo. Pois essas sdo ferramentas podero-
sas de investigacdo. A compreensdo das transicbes permite entender o
comportamento de uma variedade de sistemas fisicos, como a transi-
¢ao critica liquido-gas, o hélio superfluido, supercondutores, sistemas
ferromagnético-paramagnéticos, fluidos turbulentos, plasmas, polimeros,
e até mesmo redes sociais, bioldgicas, entre outras. Perto da criticalidade,
esses sistemas apresentam um comportamento tipo lei de poténcia de
suas grandezas fisicas relevantes, as quais caracterizam a sua universali-
dade. A classe de universalidade, por outro lado, independe da natureza
das interacdes e de seus elementos constituintes, caracterizando-se ape-
nas pelo alcance da interagdo, pela dimenséo espacial do sistema e sime-

1 Uma singularidade, do ponto vista matematico, € um ponto no qual uma dada fungéo
néo é definida, ou ndo é "bem comportadade alguma maneira particular, como na
diferenciacgéo.
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tria do pardmetro de ordem. Para uma revisdo detalhada dos fen6menos
criticos, utilizando o emprego do esquema do grupo de renormalizagao,
veja, por exemplo, entre outras, revisdes hoje classicas como de Fisher
(1, 2) e Pelissetto (3), bem como as referéncias nelas citadas.

A titulo de exemplo, pode-se considerar a classe de universalidade
do chamado modelo XY tridimensional (o qual sera discutido com mais
detalhes a frente) que é caracterizada por interacdes de curto alcance, um
parametro de ordem com duas componentes e simetria rotacional. O re-
presentante mais interessante dessa classe de universalidade, do ponto de
vista experimental, é atransi¢do do 4He superfluido. Essa transicéo super-
fluida oferece um meio excepcional para testar, experimentalmente, com
muito boa precisdo, as previsées de grupo de renormalizacdo com relacédo
aos expoentes criticos. Isso devido, principalmente, a pureza das amostras
e da possibilidade de se realizar experimentos em ambiente de microgra-
vidade (4, 5). Com aexploracao das condi¢8es favoraveis dos laboratérios
em centros de pesquisa, pode-se citar como ilustracdo as experiéncias na
superficie da Terra que resultaram em estimativas precisas do chamado
expoente do comprimento de correlacdo v=0,6717(4) (6) e v=0,6705(6)
(7) (esses expoentes serdo definidos nos proximo capitulo). Por outro
lado, experiéncias em microgravidade possibilitaram obter o expoente
do calor especifico do *He a temperaturas reduzidas ainda menores, da
ordem de 5x10710 (4, 5), resultando num expoente para o calor especifico
a=-0,0127(3), e correspondente expoente v =0,6709(1). A temperatura
reduzida acima é definida como |T - T¢|/Tc, sendo T¢ a temperatura cri-
tica do sistema. Pode-se notar, nesse caso, uma precisdo experimental
invejavel nessas grandezas criticas e a clara negatividade do expoente
do calor especifico. Para uma revisao recente e perspectivas de futuros
experimentos na presenca de microgravidade nas estacdes-espaciais, veja
a referéncia (8). Os resultados experimentais para 0s expoentes criticos
acima estdo de acordo com a previsao tedrica mais precisa v=0,6717(1),
obtido a partir de um combinado de Monte Carlo e estudo de séries de
alta temperatura de modelos de spins em rede (9). Para um resumo dos re-
sultados tedricos obtidos com diferentes métodos (por exemplo, métodos
de teoria de campo), veja (3).

Valeressaltar que ao lado de *He , existem muitos outros sistemas que



14 Introducao

se assemelham ao modelo XY. Cabe mencionar sistemas ferromagnéticos
ou antiferromagnetos com anisotropia plano de facil (10), superconduto-
res a alta temperatura, supercondutores granulares (11), entre outros. Por
outro lado, o modelo XY classico é de grande interesse também por ser
0 modelo mais simples da mecanica estatistica com graus de liberdade
continuo.

A discussdo acima se refere a um sistema no limite termodinamico.
No entanto, o comportamento na transicdo é modificado pelo tamanho
finito do sistema. Essa questdo vem sendo abordada tanto experimen-
tal (12, 13, 14, 15) quanto teoricamente (16). Em sistemas com extenséo
finita em todas as direcBes ndo pode haver qualquer singularidade nas
grandezas termodinamicas e, portanto, ndo h4 transicdo de fase. Por ou-
tro lado, se apenas alguma das direcbes permanecem finitas a situacao
¢ diferente. Por exemplo, no caso de uma geometria de filme fino, ou
seja, com uma direcéo finita e duas infinitas, espera-se que o sistema se
comporte efetivamente como bidimensional na vizinhanca da transicéo.
Um exemplo disso sdo os filmes de *He , onde resultados tedricos e ex-
perimentais demonstram que 0 mesmo se apresenta na mesma classe
de universalidade do modelo XY bidimensional, isto é, apresenta uma
transicéo de fase do tipo Berezinsky-Kosterlitz-Thouless (BKT). Para uma
viséo geral ver (16, 17).

Alémdotamanhofinitodosistema, adesordemtambém podealterar
ocomportamento critico deumsistemanatransicdo de fase (18, 19, 20).
Uma das formas de desordem mais estudadas séo as dilui¢&es por sitio,
que pode se distinguir em recozida (no inglés annealed) ou temperada
(quenched) (21), adepender da distribuicdo das impurezas no sistema.
Ossistemascomdiluicdotemperadasao fisicamente bastante diferentes
dosistemacomdiluicdorecozida. Nadiluicdo temperada, porexemplo,
a concentracao de ions magnéticos é um simples parametro e ndo uma
variavel termodinamica. Ja nos sistemas recozidos a concentragao de
fons magnéticos é uma densidade termodindmica com um termo cor-
respondente naenergia livre do sistema. Do ponto de vistatemperado, a
impureza modifica arede, enquanto na recozida ele estd ocupando um
sitio darede. Pode-se ainda visualizar a desordem temperada como sendo
aquela onde seu tempo de relaxacdo seja muito maior que o tempo de
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relaxacdo das grandezas térmicas, de modo que os graus de liberdade
dadesordem podeserconsiderados "congelados". Nocasorecozido, es-
ses graus de liberdade devem ser tratados concomitantemente com os
térmicos.

Um exemplo de diluicdo recozida sdo misturas de 3He-*He . Esse
sistema apresenta um diagrama de fases bastante rico, uma vez que 0s
atomos de 3He comportam-se como impurezas que reduzem a tempe-
ratura critica do sistema e induzem a separagdo de fase no mesmo (22).
Um modelo muito empregado no estudo de misturas de 3He-*He , e que
serd tratado apresentado nesse livro, é a versdo XY do modelo Vetorial
de Blume-Emery-Griffiths (XY-VBEG), que é uma extensdo do modelo do
rotor-planar originalmente proposto por Berker e Nelson (23) e, indepen-
dentemente, por Cardy e Scalapino (24). Esse ¢ um modelo magnético
capaz de reproduzir a topologia béasica do diagrama de fase de misturas
de 3He-*He .

Misturas de 3He-*He em geometrias confinadas, como em filmes fi-
nos, foram, e continuam sendo, objeto de muitos estudos experimentais
(25, 26,27, 28) etedricos nos ultimos anos (29, 30, 31, 32, 33). Recente-
mente, Dilon e colaboradores apresentaram um estudo usando simulacéo
Monte Carlo parao modelo vetorial Blume-Capel em numarede quadrada.
Esseéum caso particulardomodelode VBEG. Nesse trabalho, elesrela-
taram a existéncia de um ponto tricritico no diagrama de fase. Contudo,
Berker e Nelson, usando renormalizacdo Migdal Kadanoff, obtiveram
para o mesmo modelo, numa rede triangular, um ponto BKT terminal
(equivalente ao ponto critico terminal, mas para um linha de transicao
BTK) e um ponto critico isolado, muito préximos um do outro, ao qual
eleschamaram de ponto tricritico efetivo. O fato de eles terem estudado
os sistemas em redes diferentes ndo justifica a diferenca no resultado,
pois Cardy e Scalapino apresentaram um resultado similar ao de Berker
e Nelson usando rede quadrada. O ponto tricritico relatado por Dilon
e colaboradores, por outro lado, apresenta pouca precisao, por isso ha
possibilidade de existir um ponto critico isolado e um ponto BKT terminal
dentro do intervalo de precisdo. O estudo desse ponto tricritico efetivo
usando simulacdo Monte Carlo é um dos pontos apresentados em deta-
Ihesnesse livro. AssimulacBes de filmes, naredetriangular e quadrada,
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sdo apresentadas junto como o diagrama de fase e as correspondentes
guantidades universais do modelo XY-VBEG.

Além de filmes ultrafinos, neste livro é apresentado a simulacéo para
outro problema de interesse cientifico que sdo os filmes multicamadas do
modelo XY-VBEG. Filmes multicamadas do modelo Rotor Planar foram
estudados por Schultka e Manousakis (34). Seus estudos mostraram que
a densidade superfluida varia ao longo das camadas tornando-se mais
intensa nas camadas mais internas. Esse efeito ocorre devido a condicao
de contorno livre nas superficies do filme. De forma semelhante, hd uma
variagdo n a concentracdo de particulas magnéticas entre as camadas.

Neste livro é apresentado um estudo de filmes multicamadas de 3He ,
que demostra a transicdo nas propriedades do sistema bidimensional
para o sistema tridimensional. Sabe-se que o modelo XY-VBEG em trés
dimensfes pode apresentar, no diagrama de transi¢cdo de fase, um ponto
tricritico ou um ponto critico terminal e um ponto critico isolado, a de-
pender dos parametros do Hamiltoniano (35). No entanto, parametros
gue no sistema tridimensional resultam num ponto tricritico, no sistema
bidimensional resultam em um ponto BKT terminal e um ponto critico
isolado. Dessa forma, o estudo com filmes ajuda nacompreensdo de como
o ponto BKT terminal e critico isolado, no sistema bidimensional, tendem
a coalescer num ponto tricritico no sistematridimensional.

Como mencionado acima, o0 comportamento de sistemas magnéticos
com diluicdo temperada séo também de grande interesse, tanto tedrico
como experimental. Um exemplo tipico € obtido pela mistura de materiais
ferromagnéticos ou antiferromagnéticos com impurezas nao-magnéticas.
Para relembrar, na diluicdo temperada, assume-se que o tempo de rela-
xacgao associado com a difusdo das impurezas € muito maior que todas
as outras escalas de tempo envolvidas no sistema. Em outras palavras,
considera-se a posi¢cao das impurezas fixas, ao contrario do que ocorre
com a diluicdo recozida, onde as impurezas estdo livres para se mover na
rede.

Recentemente, trabalhos utilizando técnicas de aproximacdes anali-
ticas (36) e simulagc6es Monte Carlo (37, 38, 39, 40) foram realizados no
estudo dos efeitos de impurezas ndo magnéticas temperadas nas proprie-
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dades do modelo XY bidimensional. Os resultado obtidos com relacdo a
transicdo Berezinski—Kosterlitz—Thouless concordam com o previsto na
literatura (41). Para 0 modelo XY tridimensional com diluicdo por sitios,
contudo, simulagdo Monte Carlo e aproximacgfes analiticas sdo menos
ubiquas. Mais recentemente, DeFotis e colaboradores (42) estudaram ex-
perimentalmente o isolante tridimensional Fe[DSC]2Cl, um ferromagneto
molecular de ferro (111) pentacoordenado. Esse pode ser o Unico sistema a
exibir comportamento XY ferromagnético. Eles estudaram a dependéncia
da temperatura de ordenamento magnético com a diluicdo e encontraram
um valor pequeno para a inclinacdo inicial da temperatura critica com a
diluicdo, em desacordo com as expectativas teodricas obtidas por métodos
de aproximag0es analiticas (43, 44).

Nesse livro é apresentado um estudo das propriedades criticas do
modelo XY tridimensional com diluicdo por sitios do tipo temperada,
gue corresponde ao mais préximo da situacdo experimental reportada na
Referéncia (42). Nele é abordado dois aspectos do modelo. O primeiro, €
a inclinacdo inicial da temperatura com a diluicdo e o segundo a classe
de universalidade do modelo diluido, uma vez que o expoente do calor
especifico do sistema puro € muito pequeno (mas negativo). Por exemplo,
no modelo de Ising bidimensional, onde a = 0, o critério de Harris é incon-
clusivo. Neste caso, o cenério atual é da universalidade forte, uma vez que
simulacBes Monte Carlo indicam 0s mesmos expoentes para 0 sistema
diluido (45, 46, 47, 48). Por outro lado, Reeve e Betts (43) estudaram o
modelo XY tridimensional com dilui¢éo por sitios usando técnicas anal iti-
cas e relataram uma dependéncia do expoente da susceptibilidade com
a diluicdo, resultado esse que eles afirmaram ndo ser conclusivo. Dessa
forma, é importante obter diretamente o expoente do calor especifico
do sistema diluido a fim de checar a irrelevancia desta perturbacdo no
modelo XY.

Dentre os mais variados campos de aplica¢des da simulagcdo computa-
cional, atransicado de fase esta entre as mais antigas e mais pesquisadas na
Fisica Brasileira. Pois a Area da Matéria Condensada ¢ area da fisica que
rene o maior niimero de pesquisadores no Brasil e que tem apresentado
amaior producdo cientifica nas ultimas décadas. Neste livro sdo utilizados
trés problemas: misturas de 3He-*He em filmes monocamadas, mistura
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de3He-*He em filmes multicamadas e modelos magnéticos XY desordena-
dos, descritos acima, e que estdo na vanguarda das pesquisas relacionada
ao modelo XY. Sendo de grande interesse a alunos de pos-graduacéo e
pesquisadores em fisica, esse problemas tem com finalidade ilustrar a
utilizacéo de técnicas de simulacdo Monte Carlo aplicadas ao modelo XY
e técnicas matematicas para analise dos resultados.
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CAPITULO

Algoritimos de Simulacao
Monte Carlos

Pode-se definir o Método de Monte Carlo como conjunto de técnicas
parasolucéo de problemas utilizando amostras aleatérias. O método pode
ser aplicado a problemas estatisticos e problemas sem nenhuma estatis-
tica aparente, por exemplo, 0 método pode ser utilizado para calcular o
valor de 7. Esse problemaem particular, proposto por Laplace e conhecido
como aagulhade Buffon-Laplace, ajudaacompreender, em linhas gerais,
algumas caracteristicas das técnicas de Monte Carlo. Aqui o problemasera
abordado de forma diferente da original para facilitar o entendimento.

Partindo de um circulo de raio R

u L
inscrito em um quadrado apresenta na
ilustracdo ao lado. Pode-se espalhar n
ponto aleatoriamente dentro do qua-
drado, espera-se pela teoria das pro-
\ jr‘

babilidades que alguns desses pontos
caiam dentro do circulo, e que o nu-
mero de pontos dentro do circulo di-
vididopelonumerototal depontosseja
igual aareadocirculo dividida pela area
do quadrado. Matematicamente € ex-
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presso por
Neirculo B nR?

N 4R2
Simplificando os termos obtém-se que o valor de 7 é

N .;
4 circulo
N

=

Usando essa equacéo é possivel construir um algoritmo que sorteie N
nimeros aleatdrios e depois conte quantos desses nameros estdo den-
tro do circulo. Por fim, substitui os valores na equacgdo e obtém-se uma
aproximagao para o namero 7. A primeira caracteristica a ser observada
€ a necessidade de um bom gerador de nimeros aleatorios, pois se a
distribuicdo dos N pontos ndo for uniforme o resultado ficara errado. A
segunda é que quanto maior o valor de N, ou seja, quanto mais pontos
forem sorteados, melhor sera a estimativa dejn, pois estatisticamente o
erro de 17, nesse problema, é proporcional a 1/~ (N). Por ultimo é a relativa
simplicidade do algoritmo, em geral o método de Monte Carlo apresenta
algoritmos mais simples quando comparado com outras técnicas. Eles
também podem ser rodados simultaneamente em varios computadores,
pois o resultado final € uma média de uma contagem e esta pode ser
realizadaem processadores diferentes. Essas sdo trés caracteristicas gerais
dos métodos de Monte Carlo.

A ideia de calcular o valor de r7 usando numeros aleatérios proposta
por Laplace vem do século XVIII, contudo a viabilidade pratica s6 foi
possivel com o surgimento dos computadores. Nas ultimas décadas, 0s
métodos de Monte Carlo passou por uma grande evolugao, sua eficiéncia
nasolucéo de problemas ultrapassaa evolucdo da capacidade de processa-
mento dos computadores no mesmo periodo. Para calcular propriedades
de sistemas complexos como redes de spins, uma simples contagem de
configurac8es aleatdria seria impossivel devido ao grande nimero de
combinacgdes envolvidas mesmo com os computadores mais modernos.
Em sistemas magnéticos, bem como em outros sistemas com interacdes
de curto alcance, é empregada, entdo, a técnica de amostragem por impor-
téncia, onde somente as configura¢des mais importantes sdo geradas na
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simulacéo. O algoritmo deve ser ergédico ?, isso significa que asimulacdo
pode levar o sistema a qualquer ponto do espaco de fase, e deve satisfazer
a regra do balanco detalhado para que o equilibrio seja atingido com a
conhecida distribuicdo de Boltzmann. Um algoritmo muito utilizado que
satisfaz essas duas exigéncias é o chamado algoritmo de Metropolis. En-
tretanto, essa técnica sofre de alguns problemas, como a relaxacao critica,
onde o sistema a ser simulado leva um tempo muito grande para atingir o
equilibrio, proporcional ao tamanho do sistema. Algoritmos hibridos fo-
ram entdo propostos para se evitar essa inconveniéncia e reduzir o tempo
de simulagéo.

No estudo do modelo XY, apenas o algoritmo Metropolis é ergddico
dessa forma é necessario combinar diferentes algoritmos para que asimu-
lagdo do modelo XY possa ser eficiente. Esse algoritmo hibrido consta de
trés algoritmos de Monte Carlo, que sdo: o de Metropolis, o de Wolffe o de
superrelaxac@o. Nesse capitulo sera apresentado também um algoritimo
de diluicdo temperada e o um algoritimo de diluicéo recosida.

1.1 Metropolis

O algoritmo Metropolis é o mais utilizado dentro das técnicas de
simulacdo Monte Carlo, sendo aplicado a uma infinidade de problema.
A ideia do algoritmo é gerar configuragdes sucessivas partindo de um
estado inicial qualquer. Para isso, usa-se uma probabilidade de transicao
gue depende da diferencga de energias entre o estado atual e o proximo
estado. Essa probabilidade pode ser dada também pelo banho térmico da
Eqg. (1.3). A sucesséo de estados produzidos segue um caminho ordenado
de tempo, sendo que neste caso o tempo é chamado de tempo de Monte
Carlo e ndo € um tempo deterministico, ele ¢ medido em Passos de Monte
Carlo (MCS). Durante os primeiros passos de Monte Carlo o sistema esta
relaxando para o equilibrio e a energia interna e o parametro de ordem
mudam, mas com escalas de tempo diferentes. Depois de certo nimero
de passos de Monte Carlo o sistema atinge o equilibrio e as propriedades
entdo s6 apresentam flutuagcdes termodinamicas em torno de sua média.
O numero de passos para se atingir o equilibrio dependera de muitos

1 Quando um processo é ergédico a média no tempo é igual a média no espago
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fatores, como do modelo, temperatura, tamanho de rede, condi¢cdes de
contorno, etc. O nimero de passos de Monte Carlo necessario para o
sistema relaxar, também conhecido como tempo de termalizagao, deve
ser muito maior que o tempo de correlacédo do sistema. Esse ultimo, por
sua vez, diverge na transicdo de fases de acordo com 7 « L?, onde z é
0 expoente dinamico critico e L o tamanho do sistema. Quanto menor
o valor de z menor sera a influéncia do tamanho do sistema no tempo
de simulacéo. Esse problema é conhecido como efeito “dinamica critica
lenta” (49). O algoritmo de Metropolis apresenta um expoente z = 1 para
sistemas em trés dimensoes.

1.2 Wolff

Usando as idéias da teoria de percolagdo (50) Swendsen-Wang apre-
sentaram em 1987 (51) um novo algoritmo aplicado ao modelo de Potts,
que diferentemente do Metropolis atualiza os spins em clusters. O algo-
ritmo de aglomerados (cluster) de Swendsen-Wang foi o primeiro algo-
ritmo a reduzir significativamente o problema do decaimento critico lento.
Posteriormente, Ulli Wolff (52) aprimorou este algoritmo e conseguiu um
expoente z ~ 0.

Wolff também generalizou a operagao de spin-flip, definindo essa
operagdo como uma reflexdo num hiperplano ortogonal a uma direcdo n

R(n)ax= O'X—Z(O-x.n).n. (ll)

Essa generalizacdo facilitou sua aplicacdo a sistema de spins conti-
nuos. O algoritmo de cluster de Wolff baseia-se entdo em identificar aglo-
merados de spins com relagdo a uma direcéo aleatéria v partindo de um
sitio escolhido aleatoriamente narede (semente do cluster) e reorienta-los
todos em torno do plano ortogonal a essa direcdo, como um unico bloco,
de uma s6 vez, com probabilidade 1. Para manter a condicéo de balango
detalhado a probabilidade de um sitio ox ser adicionado ao cluster através
de uma ligacdo com o spin oy é dada pela equagéao

P (0x, 0y) = 1 -exp(min{0, Box[1-R(v)]oy }). (1.2)
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Como no algoritmo de Wolff uma grande fracdo de spins é reorientada
de uma so vez, isso reduz de maneira muito eficiente a correlagéo entre
configuracdes sucessivas durante as simulaces Monte Carlo.

No modelo XY, no entanto, para manter a condicdo de balango deta-
Ihado o vetor v deve estar no plano XY. Essa condi¢éo torna o algoritmo de
Wolff ndo-ergddico para o modelo XY, pois este ndo pode levar o sistemaa
percorrer todas as configuracdes do espaco de fase, visto que o algoritmo
mantém inalterada a componente z do sistema. Assim, nesse trabalho, o
algoritmo de Wolff serd combinado com outros algoritmos utilizando-se o
método Monte Carlo hibrido (53), a fim de reduzir de maneira eficiente as
correlacdes entre as configuracdes sucessivas e recuperar a ergodicidade.

1.3 Superrelaxacao

Um outro método eficiente para reduzir a correlacédo entre configura-
¢Bes sucessivas é asuperrelaxacdo (54, 55). O mecanismo envolvido neste
método consiste em encontrar o campo efetivo a que um determinado
sitio k estd submetido. Como a energia do sitio k é dada por um produto
escalar entre o spin e seu campo efetivo, uma rotacdo do spin em torno do
campo efetivo altera a configuracdo da rede, mas conserva a energia do
sistema. Assim, a implementacdo do método de super-relaxacdo é bem
simples. Basta percorrer os sitios darede, determinar o campo efetivo para
0 spin considerado e trocar o sinal da componente desse spin perpendicu-
lar ao campo efetivo (o que equivale a uma rotacdo de 7). Para o modelo
vetorial de Blume-Emery-Griffiths, versdo XY, como no termo de interacdo
de troca somente entram as componentes planares dos vetores de spin, a
rotagéo efetuada deve manter inalterada a componente z (fora do plano)
dos spins, de modo a conservar a energia da configuracdo. Isso é conse-
guido rodando-se somente a componente planar do spin considerado em
torno da componente planar do campo efetivo.

1.4 Gas de Rede

O algoritmo de gas de rede possibilita a analise da separacao de fa-
ses. Essealgoritmo é um procedimento simples utilizado paraproduzir
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um gés de rede que seja uma mistura de particulas de 3He -*He , in-
serindo particulas magnéticas (spin classico unitario, representando o
“He ) ou ndo-magnéticas (de spin nulo, representando o *He ). Esse al-
goritmo é implementado selecionando-se aleatoriamente um sitio na
rede e tentando-se inserir uma particula magnética em um sitio onde
uma particula ndo-magnética esteja localizada e vice-versa. Qualquer
particula magnética inserida por esse procedimento apresenta spin de
orientacao aleatéria, definida pela prescricdo de Marsaglia (49, 56) que
selecionaumpontosobreasuperficiedaesferaunitariacomdistribuicéo
de probabilidade uniforme. Essa prescri¢cdo consiste em gerar um ndmero
aleatério no intervalo (-1, 1) que representard a componente z do spin.
Oplano perpendicularao eixo z que intercepta o ponto sorteado, seccio-
nardaesferaunitariadefinindoumacircunferénciaderaior = (1-z2)2.
Sorteia-seentdoumnumeroentre(—r,r),quedefinirdaposicdo doponto
na circunferéncia. Estabelecida a direcdo do spin calcula-se a variacdo de
energia AE e aprobabilidade de aceitagdo da novaconfiguracéo é definida
pelochamadobanhotérmicolocal (57)dadapelaEq.(1.3)abaixo,

1
P(AE)= —(—exp k%il (1.3)
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CAPITULO

Tecnicasde analisesdas
Transicoesdefase

Nastransicdo de fase hAumaalteracdo nas propriedades do material,
queemgeral se manifestaporumasériedeeventosassociados. Algumas
transicfes sdo caracterizadas pelo calor latente e pela descontinuidade
das variaveis de estados extensivas que caracterizam cada fase, mas ha
transicBes em que ndo ha calor latente ou descontinuidade dessas varia-
veis deestado.

As caracteristicas das transi¢des de fase podem diferir muito, por isso
um critério de classificacdo, baseado nos potenciais termodinamicos, foi
proposto por Ehrenfest e estendido posteriormente por Fisher (veja, por
exemplo, Stanley (58)). Neste sistema, as transi¢cfes sdo classificadas de
acordo com as propriedades das derivadas da correspondente energia li-
vre. Assim, transicBes acompanhadas de descontinuidade em quantidades
que sdo derivadas de primeira ordem dos potenciais termodinamicos sao
classificadas como transicdo de primeira ordem. Sdo consideradas tran-
sicdes de fase de segunda ordem quando os potenciais termodinamicos
e suas primeiras derivadas sdo continuas, mas suas segundas derivadas
sdo nulas ou tendem a infinito. Transicdo de segunda ordem ou ordem su-
perior ndo apresenta calor latente e as fases sao indistinguiveis no ponto
critico, sendo também chamadas de transi¢cfes de fases continuas.
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A transicao de segunda ordem é acompanhada por uma mudanca ou
quebra de simetria do sistema, que estd associada a um parametro de
ordem. O conceito de parametro de ordem foi introduzido por Landau em
1935 (58, 59). Esse parametro, em geral, é uma quantidade termodinamica
de carater extensivo, sendo zero na fase mais simétrica (desordenada) e
diferente de zero na fase menos simétrica (ordenada). No modelo XY, por
exemplo, o parametro de ordem é a magnetizacéo no plano como descrito
na préximasecao.

No ponto critico, varias grandezas termodinadmicas apresentam com-
portamento peculiar, como uma divergéncia apresentada no calor espe-
cifico e na susceptibilidade magnética. O estudo do comportamento de
sistemas quando a temperatura T tende a temperatura critica T¢, com
a determinacdo de seu comportamento na vizinhanca da criticalidade,
€ um dos objetos primordiais de investigagdo no estudo de fenbmenos
criticos. Observacdes experimentais, solu¢des analiticas de alguns mo-
delos e 0 emprego da técnica do grupo de renormalizagdo mostram que,
quando T — T, esse comportamento pode ser descrito por leis de po-
téncia simples, caracterizadas pelos chamados expoentes criticos. Por
exemplo, para um sistema magnético, que é o objeto de nosso estudo, o
parametro de ordem m, a susceptibilidade magnética Y, o calor especi-
fico ¢ e o comprimento de correlagdo & comportam-se, respectivamente,
como

m=mol|t|?, (2.1)
X=xolt]™, (2.2)
¢ =col|t] ™9, (2.3)
&=&olt|™, (2.4)

(2.5)

ondet éatemperaturareduzida, definidaport=(T - T¢)/T¢, mo, Xo, Co,
&o sdo constantes, e B, v, @, v sdo os correspondes expoentes criticos.

Um fato muito interessante e de fundamental importéncia é que sis-
temas distintos podem apresentar os mesmos valores para 0s expoentes
criticos, definindo entdo as chamadas classes de universalidade. Porexem-
plo, o modelo XY de spin-1/2 pertence a mesma classe de universalidade
do modelo rotor planar e do modelo XY classico, visto que a classe de
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universalidade independe do spin, dependendo apenas da dimensao es-
pacial do sistema, das simetrias do parametro de ordem, e do alcance
das ligaces. Sistemas desordenados, por outro lado, podem mudar de
classe de universalidades com a desordem. Esse problema em especial
sera apresentado em mais detalhes na préxima secao.

Sistemas pertencentes a mesma classe de universalidade apresentam,
além dos mesmos expoentes criticos, funcdes universais, isto é, funcoes,
para diferentes sistemas, que podem ser superpostas por um simples
reescalamento de variaveis. Esse fato foi relatado pela primeira vez por
Guggenheim, que observou que as curvas de coexisténcia para diferentes
fluidos recaem na mesma funcdo universal quando a temperatura e a
densidade sédo escaladas por seus respectivos valores criticos T¢ e Pc
sendo P¢ a pressdo critica (58).

2.1 Meétodo do histograma

211 Meétodo do histograma Simples

O método do histograma é uma das técnicas de analise de dados
mais utilizada em conjunto com a simulagcdo computacional. Esta técnica
permite extrapolar os resultados da simulacdo computacional realizada
em uma determinada temperatura To a uma faixa de temperatura em
torno de To. Isto permite obter, com eficiéncia, propriedades estatisticas
com grande precisdo e economia de tempo computacional, visto que o
tempo gasto pelo método é muito inferior ao de se realizar a simulagéo
em diferentes temperaturas. O método do histograma é baseado na idéia
inicialmente propostapor Salsburg e colaboradores (60). A versdo mais co-
mum, e utilizada neste trabalho, foi proposta por Ferrenberg e Swendsen
(61).

Em linhas gerais, o método parte de uma simulacdo Monte Carlo de
um sistema qualquer (o modelo XY, por exemplo), realizada a uma dada
temperatura fixa. Essa simulagdo gera configuracdes de acordo com a
distribuicdo candnica de probabilidades

|
P, (x)= Zl exIolr_BoH(X) : (2.6)
Bo
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r |
Zp,= exp PBoH(x), 2.7)
{x}
onde x representa uma dada configuracdo do sistema, Bo =|<Bl?o’ kg é a

constante de Boltzmann, H(x) é o hamiltoniano do sistema estudado e Z
¢ a funcdo particéo.

A distribuicdo de probabilidades Pg, (x) contém toda a informagéo
termodinamica sobre o sistema. Entretanto, é mais conveniente trabalhar
com uma distribuigdo equivalente, Pg,(E), para o espectro de energias do
sistema ps. (E)= 1w (E)expr 30EI 2.8)

Bo . _ ' :
Bo
onde W (E) é o numero de estados com energia E. Para um sistema com
um espectro continuo de energias W (E) torna-se uma densidade de esta-
dos de energia entre E e E + OE. A média térmica de qualquer funcdo de E
pode ser obtida com

|
f€)p=,t TEWEew Aok 2.9)

0 Bo E

Ométodo partedoprincipioqueasimulacdo Monte Carlogeraconfi-
guracdes de acordo com a distribuicdo de probabilidades de equilibrio,
logoum histograma H(E) daenergiagerado durante asimulacgéo vaifor-
necer uma estimativa paraadistribuicéo Pg,(x) dado pela Eq. (2.8), que
serd mais precisa quanto maior for o nimero de passos de Monte Carlo
realizados (MCS). Dessaforma, pode-se escrever

@ _ iW (E)expr BoEI. (2.10)
MCS Zg, B

Assim, pode-se obter a densidade de probabilidade da energia invertendo
aequacdo paraW (E)

26, ' BoE (2.11)
-_— - - O "
W(E)= MCSH(E)eXp
e, paraumatemperaturaarbitraria T, tem-se
r I
PS(E) = Zl_w (E)exp BE. (2.12)

Bo
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Normalizando a equacéo acima encontrarse
W (E)exp ABE

Pp(E)= W(E)expr_ABE!' (2.13)

E

Assim, a média de uma quantidade termodiné}mica qualquer é dada por
f(E)W(E)exp ABE
E r B |
f(E) g= —WHEYexp—ABE—. (2.14)
E
Em suma, o método do histograma da uma estimativa da distribui¢éo
de probabilidades para uma temperatura T a partir da distribuicdo de
probabilidades obtida para uma temperatura To. Contudo, pelo fato de o
namero de passos de Monte Carlo ser finito na simulacéo utilizada para
obter o histograma, a confiabilidade da estimativa realizada pelo método
do histograma fica limitada a uma faixa estreita em torno da tempera-
tura inicial onde a simulacéo foi realizada. Quando AT se torna muito
grande, flutuacdes consideraveis aparecem na distribuicdo de probabili-
dades extrapolada. Isto acontece porque, para uma simulacgdo realizada
em To, os estados visitados limitam-se a um volume do espaco de fase
relativamente restrito. Assim, para se estimar a distribui¢édo de probabi-
lidades além dessa regido, a informacao disponivel sobre esse dominio
do espacgo de configuracdes € tdo pobre ou inexistente, que a extrapola-
¢ao resultante torna-se insatisfatdria. Na pratica, o que se faz é obter a
distribuicdo de probabilidades estimada e compara-la com a distribuicédo
obtida a temperatura To da simulacéo. Se a distribuicdo estimada se afasta
demais daquela obtida para To, tornando-se ruidosa, uma nova simulacéo
é realizada, na vizinhanca da temperatura que se deseja estudar. A faixa
de confiabilidade do método é reduzida com o aumento do tamanho da
rede estudada, ja que as flutuagcSes diminuem com o aumento de L, ao
mesmo tempo em que o proprio espaco de configuragdes cresce, o que faz
com que a fracdo do volume do espaco de fases coberto numa simulacéo
diminua.

No caso dos modelos estudados neste trabalho, o espectro de energias
€ continuo e, para a construgao do histograma, é necessario discretizar
a distribuicdo de probabilidades, escolhendo um passo de discretizacdo
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adequado. Entretanto, uma alternativa que elimina a necessidade da dis-
cretizagdo no célculo das médias termodindmicas (Eq. (2.14)) é a leitura,
linha por linha, de uma tabela de energias e magnetizacdes (ou outras
grandezas f (E ) desejadas), armazenada durante a simulagéo na tempe-
ratura To. Esse processo € equivalente a computar-se o somatorio da Eq.
(2.14) e poupa-nos dos problemas introduzidos pela discretizagéo.

212 Método do histograma multidimensional

O método do histograma multidimensional € uma extensao do mé-
todo do histograma simples. Esse método é importante no estudo de
sistemas no qual € necessario extrapolar o comportamento de grandezas
termodinamicas ndo apenas na temperatura, mas também em outros
pardmetros do hamiltoniano. Porexemplo, considere o modelo vetorial
de Blume-Emery-Griffiths expresso pelo hamiltoniano:

H=-J SiSj-K $282+A &2 (2.15)
1

j i

(i) (i) ‘

Esse hamiltoniano apresenta trés pardmetros J , K e A, podendo ser
reescrito como
r —BH=II(1H1+K2H2+K3H3, (2.16)

onde Hi = S+s’s¥ , o= 528%, Ha= S% Ki=BJ, Kz=
SK i) " o i
(L) (1) :
BK e Kz =BA.
Portanto, a partir de uma simulagéo realizada a temperatura To € nos
parametros K1o , Koo € K30, obtém-se a seguinte distribuicdo de probabili-
dades

1
H3)= o————W (H1, Hz, Hg)
) Z (K19, ka0, k30) (2.17)

xexp[KioH1+K2oH2+K30H3].

Pkio,kao.kz0 (Hly Ho,

Analogo ao histograma simples, para umatemperatura extrapolada T
e parametros extrapolados K1 , Kz e K3, adistribuicdo de probabilidades é
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dada por

Pk, koks (H1, H2, H3) = W (Hy, Hz, Ha3)

Z(k 1,k k3) (2.18)
xexp[KiH1+KaH2+KsH3].

Partindo do histograma tridimensional H(H1, H2, H3) obtido da simu-
lacdo Monte Carlo tem-se

H (H1, H2, H3)

Pklo,kzo,kso(Hlu Ho, H3): v

(2.19)

Os calculos seguem anélogo aos feitos para o histograma simples, ou
seja, substituindo a Eq. (2.19) e na Eq. (2.17), obtém-se uma estimativa

para W (H1, H2,H3). Inserindo essa estimativa na Eq. (2.18) e normali-
zando a distribuicdo de probabilidades, obtém-se

Pkl,kz,k;;(Hl; HZ, H3) =H (H]_, HZ, H3)

exp[AK1H1 +AKoH2+AK3H3]

H (H1, H2, H3) exp[AK1H1 + AK2H2 + AK3H3]"
HiH2Hs

(2.20)

Desse modo, a média de uma quantidade termodinamica estimada
paraparaumadadatemperaturaT enosparametrosextrapoladosKi, K2
e Kz édadapor

f (H1, Hz, H3) =

o f (H1,Hz2, H3)H (H1, H2, H3) exp[AK1H1 + AK2H2 + AK3H3]

H (H1, Hz, H3) exp[AK1H1 + AK2H2 + AK3H3]
HiH2Hs

(2.21)
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2.2 Teoria de escala de tamanho finito

A teoria de transicdes de fase e fendmenos criticos apresentada no
inicio deste capitulo parte da hipétese de o sistema encontrar-se no li-
mite termodinamico, onde o nimero N de particulas e o volume V do
sistema vao a infinito, com uma densidade N/V constante. Essa condicéo,
entretanto, ndo é satisfeita para os sistemas estudados em experimen-
tos, e muito menos em simulagfes computacionais. O efeito de tamanho
finito nas propriedades criticas do sistema tem sido objeto de estudo teo-
rico por muitos anos (veja (16)). Mais recentemente, devido ao progresso
na preparacdo de filmes finos, essa questdo comegou a ser investigada
experimentalmente. VVeja, por exemplo, asreferéncias (14, 15).

AstécnicasdeEscalade TamanhoFinito (ETF)sao particularmente im-
portantes no trabalho numérico, sendo hoje um dos procedimentos mais
eficazes para a determinacgdo de quantidades criticas. Aqui, é apresen-
tado, de forma resumida, as principais idéias por trds da ETF e as diversas
relacdes que sdo utilizadas em estudos numéricos para determinar as
quantidades criticas.

O ponto de partida da ETF é estudar o comportamento critico do sis-
tema no limite termodindmico a partir da dependéncia da parte singular
da energia livre com o tamanho finito do mesmo. Para tal, supde-se a
homogeneidade do sistema e usa-se o tamanho linear L e a temperatura
reduzida t como varidveis, encontrando a seguinte relacdo de escala de
tamanho finito nas vizinhanc¢as do ponto critico estacionério T¢

F(LT) =L@V, (2.22)

ondet=(T —T¢)/Tc. Partindo daenergia livre obtém-se paraatransicéo
de segunda ordem propriedades termodindmicas que seguem as leis de
escalas

m = LPVMOtLY"), magnetizacio, (2.23a)
x =LVxOtLY"), susceptibilidade, (2.23b)
C =L"9cotLY"Y), calor especifico, (2.23c)

emque M%(x), X°(x) e C%(x) sdo funcdesescalaresea, 3, y, vsdo os ex-
poentes criticos do calor especifico, da magnetizagéo, dasusceptibilidade
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e comprimento de correlacdo, respectivamente. Exatamente na transicao
todas as propriedades termodindmicas exibem um comportamento se-
guindo uma lei de poténcia, uma vez que as funcdes escalares se reduzem
a constantes, e portanto

Mo LAV (2.243)
xo LYV (2.24b)
Cox L9, (2.24c)

Além destas quantidades, que sdo basicamente momentos de pri-
meiraou segundaordem dadistribui¢édo de probabilidade do parametro
de ordem ou da energia, informac¢des adicionas importantes podem ser
obtidas examinando momentos de ordens mais altas da correspondente
distribuicdo de probabilidade. Isto pode ser feito efetivamente conside-
rando o cumulante reduzido de quarta ordem (62). Para um modelo de
Ising a campo nulo, para o qual todos os momentos de ordem impar
desaparecem por simetria, U4 o cumulante de quarta ordem é dado por

4
<M =

3<M2>2'

Us=1- (2.25)

Quando o tamanho do sistema tende a infinito, L — oo, implicaUs —
Oquando T > T¢, e Us — 2/3 quando T < T . Para redes de tamanho
suficientemente grandes, as curvas de Us(T ) se cruzam num ponto fixo
1 17 € 0 local do cruzamento é o ponto critico. Consequentemente, fazendo
os graficos para diferentes tamanhos de redes, partindo do ponto de
cruzamento das curvas, pode-se fazer uma identificacdo preliminar da
classe de universalidade do valor de U," e se obter uma estimativa para
Tc . Se os tamanhos usados forem muito pequenos, havera limitacdes
estatisticas, impedindo que todas as curvas se interceptem num ponto
comum, devendo haver neste caso uma variacao sistematica que crescera
com tamanho da rede para uma intersegcdo comum. Outra técnica que
pode ser usada para determinar a temperatura de transicdo com boa
precisdo consiste em localizar os pontos de maximos em quantidades
termodinamicas divergentes como: o calor especifico e a susceptibilidade
magnética. O local do cume define uma temperatura de transicédo Tc (L)



34 Capitulo 2. Tecnicas de andlises das Transi¢oes de fase

de rede finita, a qual varia com o tamanho do sistema de acordo com
Te(L)=Te+bL™v, (2.26)

em que b é um constante, e o expoente € 0 mesmo para qualquer formu-
lacdo de T¢(L), mas com diferentes coeficientes b, visto que cada quan-
tidade termodinamica tem sua prépria funcao de escala. Os cumes de
fung¢des termodinamicas diferentes acontecem atemperaturas distintas
parasistemas finitos, alguns com valores de q positivo e outros com va-
lores de q negativo. Usando a Eq. (2.26) pode-se determinar o local da
transicdo de umarede infinita, para isso é necesséario ter uma estimativa
precisade vevaloresprecisosde T¢(L). Nocasode v ndo ser conhecido,
0 ajuste ndo-linear usando a Eq. (2.26) possui 3 parametros ajustaveis,
consequentemente uma resposta segura s6 é obtida se dados com boa
precisdo estatistica forem usados e se forem avaliadas varias quantidades
termodinamicas simultaneamente. E notoriamente dificil determinar v
de umasimulacdo MC devido a falta de quantidades que provéem uma
medida direta. Por isso é (til examinar o cumulante de quarta ordem
damagnetizacéo (62). Naregido de escalade tamanho finito, aderivada
de Us em relacdo a temperatura, por exemplo, varia com L segundo a
equacao

U O(CLl/V)

— Ll/V
118 Te

, (2.27)

que permite estimar o expoente critico v de formadireta, diminuindo com
isso sua incerteza. No entanto, a equacao acima ndo é a Unica que permite
a determinacéo de v diretamente. Outras quantidades serdo apresentadas
nos proximos capitulos quando do estudo do modelo XY.

Utilizando as relacdes apresentadas nesta secao pode-se obter os
expoentescriticos v, 8, yea,bemcomoatemperaturacriticadosistema
Tc, partindo de uma simulacdo Monte Carlo em sistemas com valor de
L suficientemente grandes. Contudo, para sistemas pequenos pode ser
aindanecessarioacrescentartermosdecorrecdesde escala. Asrelacdes
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assumem entédo as seguintes formas

M =MoL V(1 +bmL™®), (2.28a)
X=xoL"V(1+byL™®), (2.28b)
C=CoL™9(1+bcL™®), (2.28c)
Te(L) =Te+bL™YV(1+bTL™%), (2.28d)

onde bwm , by, bc e bt sdo constantes ndo universais e w 0 expoente de
correcdo deescala.

Em contraste com o comportamento de lei de poténcia em uma transi-
cadodesegundaordem, atransicdo BKT prevé umasingularidade essencial,
um crescimento exponencial do comprimento de correlagdo e de outras
grandezas termodindmicas perto da transicdo. No entanto, esse com-
portamento, durante muito tempo, ndo pdde ser confirmado através de
simulacdo Monte Carlo. Isso se deve a grande dependéncia da transicdo
BKT com o tamanho do sistema. SO a partir da década de 1990, simula-
¢Bes de Monte Carlo permitiram um esclarecimento do comportamento
BKT (63,64,65,66,67). Naultimadecada, varios trabalhos foram publica-
dos buscando compreender os efeitos do tamanho finito no modelo XY
(33, 68, 69). Um exemplo tipico é a obra de Hasenbusch (70), onde o0 mo-
delo XY foi estudado em redes de tamanho até L = 2024. Embora o modelo
XY em duas dimensdes ndo apresente quebra espontanea de simetria a
funcdo de correlacéo entre os spins do plano decai lentamente a baixa tem-
peratura. Este lento decaimento com a distancia provoca o aparecimento
de magnetizacdo espontdnea em um sistema finito (71, 72, 73). A anélise
de ondas de spin, em um sistema com N spin e a baixa temperatura, da
uma magnetizagdo Mxy (74)

1 T/8n
My = (yp,)
Esta magnetizacdo apresenta uma “transicdo” em uma temperatura efe-
tiva T¢c (L) com um aparente expoente critico universal 8 = 0.23, que tam-
bém é observado experimentalmente em diferentes materiais magnéticos
gue se assemelham ao modelo XY (75, 76, 77). Esta temperatura efetiva
segue uma lei de escala paratransicdo BKT dada pelarelacéo (37,67, 73)

(2.29)

2

TL)~T .
(L~ TekT + 4 inL)2

(2.30)
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CAPITULO

Modelo XY tridimensional
como diluic&o por sitios
labelcap:xy

O modelo XY pode ser visto como um modelo de Heisenberg com uma
anisotropia de plano facil, sendo seu hamiltoniano de interacéo dado pela
equacao ( I

H=-J insz+ syi s? , (3.1)

(i)

onde S’i\, com A\ =X, Y, z, sdo as componentes do operador de spin, 0s
indices i e ] representam os sitios ou vértices da rede, J é a constante
de interagdo de troca que possui dimensédo de energia, € 0 somatorio
€ executado sobre todos os pares de vizinhos mais proximos da rede.
Para o caso particular de spin-1/2, as componentes Sj sdo dadas pelas
matrizes de Pauli e obtem-se, nesse caso, um dos modelos quanticos de
muitos corpos mais simples. Como a magnetiza¢do no plano XY, que é
0 parametro de ordem desse modelo, ndo comuta com o hamiltoniano,
esse apresenta propriedades quénticas completas e uma dependéncia
temporal intrinsica, o que ndo acontece no modelo de Ising.

O modelo XY de spin-1/2 foi introduzido por Matsubara e Matsuda
(78) como um modelo de rede para o Hélio liquido [*He ], considerando
um potencial molecular do tipo “caro¢o duro”. Matsubara e Matsuda
mostraram também que mesmo usando aproximacdo de campo mole-
cular, o modelo XY é mais eficiente, em muitos aspectos, que o emprego
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do gas ideal de Bose na previsédo das propriedades da transicédo de fase
superfluido-liquido normal do “He.

O modelo XY também é um modelo razoavel para descrever uma
classe de materiais magnéticos (41, 79, 80), geralmente compostos iso-
lantes, ferromagnéticos ou antiferromagnéticos, de ions Terras Raras de
elevado momento angular total (neste contexto chamados simplesmente
de “spin"). Exemplos de fons e seus correspondentes spins incluem Gd**
(7/2), Dy3* (15/2), Er 3* (15/2).

Quando o sistema é composto por spins com elevados nimeros quan-
ticos (maiores que 5/2, por exemplo) pode-se fazer uma aproximacao
classica supondo que o spin tenda a infinito na Eq. (3.1), podendo-se
entdo desconsiderar o principio da incerteza, ou seja, supde-se conhecer
as trés componentes de spin simultaneamente. Considerando spins com
apenas duas componentes, obtém-se o Hamiltoniano do modelo cha-
mado rotor planar, pois os estados nos quais 0s spins estdo numa direcio
muito préximos ao plano XY sdo altamente favorecidos.

O operador natural do pardmetro de ordem do modelo XY ¢é a magne-
tizagdo no plano Mxy
Mxy = Mxi+Myj y (32)
onde
M¥= s MY= 9. (3.3)

Numa rede tridimensional, o modelo XY, assim como o modelo de
Ising e de Heisenberg, apresenta uma transicao de fase critica numa tem-
peratura finita. Em duas dimensdes espaciais, no entanto, o teorema de
Mermin-Wagner (81) mostra que simetrias continuas ndo podem ser que-
bradas espontaneamente em nenhuma temperatura finita. Dessa forma,
o modelo XY em redes bidimensionais infinitas tem seu pardmetro de or-
dem nulo para qualquer temperatura finita, ou seja, ndo apresenta ordem
de longo alcance. Contudo, apesar do modelo XY né&o apresentar ordem
de longo alcance, Kosterlitz e Thouless (82), e independentemente Beren-
zinskii (83), analisando o comportamento da funcéo de correlacdo para
altas e para baixas temperaturas perceberam que a uma determinada tem-
peratura haveria um transicdo de fase. Uma das interpretacdes para essa
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transicdo estd na existéncia de excitacbes topoldgicas estaveis formada
por pares de vortices antivortices que na temperatura de transicdo sofrem
uma desvinculacdo dos pares. Os pares podem ser observados na Figura 1
gerada pelo programa STP XY Model (84). Essa transi¢do, conhecida como
Berenzinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT), é uma transicdo de ordem infinita
entre um estado de ordem topologica para um estado de desordem

A =~ AN N e | et -\ LS
. * e am e N LN L N < £ L L] -
o N N A e? ! D vV L - L -
- T T 2 X— Il & & N ~ 2 [ \ &« | \
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N o JA N m I S S 2 T T T N ¥

Figura 1 — Vortices (centro marcado com um circulo) e antivoértices (cen-
tro marcado com um X) no modelo XY (ilustra¢do gerada pelo
programaSTP XY Model [57].)

Atransicdo BKT apresenta propriedades muito distintas dastransicdes
de segunda ou primeira ordem. Natemperatura de transi¢cdo BKT (Tek 1),
o comprimento de correlagdo e a susceptibilidade no plano divergem
exponencialmente com Tk T com uma lei dada pela equagéo

1
E~ aEebf(T—TBKT)_Z’ (3.4)

_ 1
X ~ (T -Texn) Z (3.5)
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e permanece infinita para T < Tek 7. Nas equacgdes acima ag, bg, ay, by
sdo constantes. Dessa forma, tem-se uma linha continua de pontos de
transicdo para temperaturas abaixo da temperatura BKT.

A funcéo de correlagdo das flutuacdes das componentes de spin no
plano decai exponencialmente acima de Tek 1€ a baixo de Tgk T decai
com uma lei de poténcia expressas, respectivamente, por

gX X yy ~e_§, (3.6)
i Sier *Si Sy

X X yy 1. (3.7)
iSier*SiSiee g

O expoente n é definido na Eq. (3.7). Ele é uma funcéo da temperatura
evariade O (T =0)a1/4 (T =TekT). Uma outra propriedade da transi¢éo
BKT é o comportamento do calor especifico como fun¢éo da temperatura.
Em contraste com a transicdo de fase de segunda ordem, essa funcgao
ndo apresenta divergéncia na temperatura de transi¢cdo, mas apenas um
méximo que esta localizado levemente acima dessa temperatura, como
mostrado na Figura 2.

Uma quantidade termodinamica muito empregada no estudo do mo-
delo XY é o médulo da helicidade Y. Esta quantidade é utilizada princi-
palmente para obter a temperatura de transicdo BKT do sistema, visto
que na temperatura de transicdo o modulo da helicidade apresenta um
salto de 2T /1 a 0. O médulo da helicidade foi introduzido por Fisher,
Barber, and Jasnow (85) afim de definir o comprimento de coeréncia de
um superfluido de “He . O médulo da helicidade descreve a resisténcia
do sistema a um giro das componentes planares de spin numa determi-
nada direcdo. Dentro do formalismo do modelo XY essa é a quantidade
fisica que corresponde a densidade superfluida. O mdédulo de helicidade,
também conhecido como stiffness, é expresso como

o

Y = ,
90? 5-0

(3.8)

onde F = -k T InZ é aenergialivre do sistema e & é um pequeno giro em
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s

Figura 2 — Calor especifico do modelo XY bidimensional numa rede trian-
gular, a linha tracejada marca a temperatura de transicdo BKT
[23].

umadirecdo. Desenvolvendo aEq. (3.8), chega-sea
9°H . aH 2 1 8H 2

952 5.0 keT 90 50 kT 30 50

Y = (3.9)

onde H é o hamiltoniano do sistema.

3.1 Impurezas ou defeitos nos modelos magnéticos

Durante muitos anos, os estudos realizados para tratar os materiais
encontrados na natureza utilizavam-se de modelos homogéneos, com
estrutura perfeita e integra simetria translacional. Entretanto, materi-
ais reais inevitavelmente apresentam defeitos, impurezas ou estados de
ndo-equilibrio. Quando defeitos e impurezas nos materiais podem ser
precisamente controlados, o efeito da mesma na criticalidade é umaim-
portante area de estudo e constituem-se um ativo e moderno campo da
fisicatedrica e experimental.
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Os sistemas desordenados sdo divididos em duas grandes categorias,
dependendo de como os centros atdmicos se distribuem. Quando os
centros atdbmicos se localizam em pontos de uma rede com estrutura
periédica variando aleatoriamente apenas os valores de spin, trata-se
de um caso de desordem do tipo substitucional ou composicional (19).
Exemplos desta categoria de desordem sdo as ligas, 0s cristais mistos e
os vidros metalicos. A outra situacdo é aquela onde os centros atbmicos
sdo distribuidos sem qualquer arranjo espacial especifico. Quando isto
ocorre, a desordem é denominada estrutural ou posicional, sendo muito
mais dificil de tratar do que a desordem substitucional, e ndo sera aqui
considerada. Incluem-se nessa classe de desordem os s6lidos amorfos e
os metaisliquidos.

Dependendo da existéncia ou nédo de correlagdo entre as impurezas,
os sistemas desordenados podem ser classificados como recozidos (an-
nealed) ou temperados (quenched). O modelo é definido como recozido
quando a distribuicdo das impurezas sobre o0s sitios da rede estad em equi-
librio térmico. Nesse caso, geralmente a distribuicdo de ocupacdo dos
sitios é tal que minimiza a energia livre e, portanto, as correlagdes entre os
constituintes ndo permitem uma distribuicdo completamente aleatéria.
Um exemplo é o problema de mistura de 3He-*He o que é equivalente ao
modelo XY com diluicdo annealed. O interesse nesse tipo de diluigdo é
estimulado pela probabilidade da existéncia de ponto tricritico ou critico
terminal, abaixo do qual um tipo de separacgdo de fase ocorre.

No modelo temperado, por outro lado, os atomos magnéticos situam-
se aleatoriamente nos sitios de uma dada rede cristalina onde, estatis-
ticamente, a probabilidade de ocupacao de um dado sitio por um ion
independe da ocupac¢do dos demais sitios. Um exemplo ocorre em sélidos,
onde a escala de tempo da mobilidade das impurezas é muito maior que
asescalasdetempoenvolvidasnoproblemadadinamicadosspins.

A determinacdo das quantidades termodindmicas desses modelos
requeraavaliacdodamédiadaenergialivredosistema. Nosistemareco-
zido a média é determinada simultaneamente sobre todas as possiveis
configuracdes de spin e de impurezas. Os sistemas que contém impurezas
temperadas ndo sao estritamente sistemas em equilibrio e ndo podem
sertratadosdamesmamaneira(86,87). Nosistematemperadoafuncéo
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de particdo depende da distribuicdo das impurezas. Contudo, no limite
termodinamico, pode-se imaginar o sistema subdividido em muitos sub-
sistemas que sdo grandes microscopicamente. Cada subsistema apresenta
diferentes distribui¢des de impurezas &, que se pode conceber como parte
de um ensemble que apresenta uma distribuicdo de probabilidade P (g).
Como a energia livre total do sistema é a soma da energia livre de cada
subsistema, tem-se que a energia livre por sitio pode ser dada como a
média neste ensamble

F =TreP (€)F (€). (3.10)

A presenca de impureza ndo magnética em um sistema magnético, tanto
na forma temperada quanto na recozida, tende a diminuir a temperatura
de transicdo do mesmo. Acima de certas concentragdes de impurezas o
sistema torna-se desordenado mesmo a temperatura nula, essa concentra-
¢do pc é denominada concentragao critica ou concentragao de percolacgéo.
Uma importante questdo estudada nos sistemas desordenados é quanto
a sua classe de universalidade. Alguns sistemas passam para uma nova
classe de universalidade com a insergdo de impurezas, na linguagem do
grupo de renormalizacéo, é dito que a impurezas sao relevantes no ponto
critico do sistema. Um critério proposto por Harris estabelece uma re-
lacdo entre o expoente critico do calor especifico a do sistema puro e a
relevancia de impurezas na classe de universalidade do sistema. Segundo
esse critério (88), quando @ > 0 as impurezas sao relevantes e o sistema
apresenta uma nova classe de universalidade, caso contrario os expoentes
sdo 0s mesmos. O critério de Harris tem sido confirmado experimental e
teoricamente em varios modelos por diferentes técnicas.

3.2 XY com diluicdo temperada

O Modelo XY com diluicéo por sitio do tipo temperada (quenched)
passa a ser descrito pelo no hamiltoniano

H=-J cic[s*s*+5”¢], (3.11)
. L N
(i.j)
onde Si é um vetor de spin classico tridimensional com S2 = ($%)2+(S”)2+
| 1 |

(Siz)2 =1, 0 somatorio é executado sobre todos os pares de primeiros vi-
zinhos em uma rede cubica simples, e Ci € uma variavel aleat6ria des-
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correlacionada do tipo temperada, que representa a existéncia de duas
classes de particulas no sistema, as particulas magnéticas (Ci = 1) e as ndo
magnéticas (ci =0).

As variaveis Ci obedecem a seguinte distribuicéo de probabilidade
P(ci) =pd(ci -1)+qd(ci), (3.12)

onde p é a concentracdo de sitios magnéticos e q= 1 - p é a concentracédo
de impurezas, tal que p = 1 corresponde ao sistema puro.

No Capitulo 2 discutiu-se, em linhas gerais, os métodos emprega-
dos em simulacdes Monte Carlo e as correspondes analises de dados.
Descreve-se com mais detalhes nesta se¢cdo o procedimento utilizado
neste modeloespecifico.

O primeiro passo da simulagéo é gerar uma amostra aleatéria ¢ =
{c1,C2,C3,...cNn}. Paraisso € utilizado um algoritmo de Monte Carlo que
sorteia p x L3 sitios da rede e os preenche com “Cj = 1°, preenchendo o
restante dos sitios com ‘Cj = 0°. Assim, para cada configuracdo de con-
centracéo p, temperatura T e tamanho de rede L sdo geradas diferentes
amostras aleatorias {c} antes de cada simulacéo.

A simulagéo propriamente dita foi realizada utilizando um algoritmo
de Monte Carlo Hibrido consistindo de trés passos do algoritmo Metropo-
lis (M), cinco passos de uma verséo nao ergodica do algoritmo de Wolff
(W) (89, 52), e dois passos do algoritmo de Superrelaxacéo a energia con-
figuracional constante (O) (54, 55). Os passos individuais sdo misturados
automaticamente no programa e entdo uma sequéncia é gerada, como
por exemplo (MWWMOWMWWO). Este é considerado entdo um passo de
Monte Carlo Hibrido (MCS). Esta configuracéo de passos que comp&e o
algoritmo de Monte Carlo Hibrido foi escolhida com base nos resultados
de Krech e Landau (90). Com essa configuracao eles obtiveram boa redu-
¢do das correlacdes entre as sucessivas configuracées de spin. Proximo da
temperatura de transicdo também foi utilizado a técnica do histograma
simples para obter as correspondentes médias de algumas quantidades
termodindmicas de interesse.

Para toda observavel Q, foi calculado primeiramente a média térmica
de uma amostra (Qc) obtida da simulacgéo e da técnica do histograma.
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Com o resultado das diferentes amostras é calculada entdo a média confi-
guracional

(Qc), (3.13)

Qe =4y 10

onde #{c} é o numero total de amostras considerado.

A média configuracional foi tomada usando amostras ¢ independen-
tes e para todas as amostras sdo realizadas 1 x 10% MCS por spin para

termalizac&o e para o calculo da média foi realizado 5 x 10* MCS. O tama-
nho darede variade L =10, 20, 30, 40, 50. Estes valores foram escolhidos

para que p x L3 fosse um niimero inteiro.

As quantidades termodinamicas calculadas inicialmente foram a sus-
ceptibilidade no plano e o cumulante de Binder

Mxy = MX +My, (314)
N N
M* = ¢, M= ¢, (3.15)
1
i i I
My ) =(Mxy )?
Natciahhscta
Xxy = L T y (316)
1 (mH
A - X (3.17)

3M2)2

onde a temperatura T é dada em unidades de J /kg , sendo kg a constante
de Boltzmann, e para o cumulante de Binder é utilizado somente a com-
ponente X, por esta ter se mostrado mais apropriada para esse modelo
(91).

O expoente critico foi estimado utilizando a teoria de escala de tama-

nho finito apresentada nq Capitulo 2. Foram usadas a média do moédulo
do parametro de ordem ( © M2+ M?) , amédia do quadrado do parametro

X
de ordem (M?+ M?), e aderivada oi/o logaritmo deste ultimo com relagdo
X y
atemperatura. Em T = T¢ € encontrado as relacdes ja discutidas na Secéo
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2.2,

/ \
/I x y \
X y 20 21
a / 2 2\ 1/v -
Xs = —n m.em, =Xeob (I+XaL ), (3.20)
aT x 2y

onde 3, y, e vsdo os ja conhecidos expoentes criticos, Xij é uma constante
ndo universal e w é o expoente de correcdo de escala.

3.3 Expoentes Criticos

Sabe-se que a simulagdo computacional de sistemas desordenados,
proximo da temperatura de transicdo, apresenta grandes variages nos
valores das quantidades termodindmicas para diferentes amostras rea-
lizadas. Essas flutuacdes foram aqui analisadas para se definir o melhor
nimero dessas amostras de modo a garantir uma maior precisdo no es-
tudo dos expoentes criticos do sistema. Como exemplo, na Figura 3 esta
apresentado os valores da susceptibilidade para cada uma das amostras
no ponto de concentracdo p = 0, 95 e temperatura T = 1, 473, e também
no ponto de concentracdo p = 0,85 e temperatura T = 1,294. Esses pontos
estdo proximos do ponto de transicdo de segunda ordem e a simulagao foi
realizada em uma rede de tamanho linear L = 20. Nessa figura os pontos
marcam o valor da susceptibilidade da n-ésima amostra, sendo a linha
cheia a média das n amostras.
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Figura 3 — Susceptibilidade magnética xc em diferentes amostras, para
p=0,95ep=0,85eL =20, obtida na temperatura proxima
da temperatura de transi¢do. A linha so6lida é a média das n
amostras de acordo com a Eq. (3.13).

Pode-se observar que a distribuicdo dos pontos em torno da média é
quase simétrica e torna-se mais disperso a medida que diminui a concen-
tracdo de &tomos magnéticos. Na Figura 4 estd apresentado distribuicdo
de frequéncia da susceptibilidadeemp =0,85e T =1,294. No caso, como
espectro de distribuicdo susceptibilidade é continuo, para a construcdo
desse histograma, foi necessario discretizar a distribuicdo de probabili-
dades, escolhendo um passo de discretizagdo o = 0,4. Pode se observar
gue esse histograma se aproxima de uma Gaussiana e que a média e a
mediana estdo muito préximas. Assumindo a aproximagao gaussiana para
a distribuicdo, pode-se calcular o intervalo de confianga (16). Com esta
analise percebe-se que a média é estavel acima de 100 realizacdes de de-
sordem e que o intervalo de confianca diminui lentamente com o nimero
de amostra. Com 100 amostras o intervalo de confianca fica abaixo de
0, 6% do valor da susceptibilidade para p = 0, 85. Uma vez que o custo



48 Capitulo 3. Modelo XY tridimensional como dilui¢&o por sitios labelcap:xy

computacional para reduzir esse erro € muito alto, especialmente para
redes maiores, foi utilizado neste trabalho 100 amostras para todas as
configuragdes. A fim de estudar o comportamento do expoente critico
com diluic8o dentro de uma boa preciséo, restringiu-se o estudo a concen-
tragBes maiores que 0, 85, pelo fato do intervalo de confianga decrescer
com o aumento da concentracao de sitios magnéticos. Apesar darestricdo
no intervalo de concentracéo é possivel, a partir desse, obter conclusdes
gerais para o modelo. Como exemplo tipico, nas Figuras 5 e 6 apresenta-
se, respectivamente, o cumulante de Binder (Eqg. (3.17)) e as quantidades
termodinamicas dadas pelas Equacdes (3.18)-(3.20) para a concentragao
p=0,97.

L
1 p=0 85 Distribuicao

—  Ajuste Gausiano
| T=1,294
o0.sk média=14,97
[ mediana=15,6
" desvio padrdao=0,83
0,61

~

NN

0.4

0,2

i xa

A

=

Figura 4 — Distribuicdo de frequéncia da susceptibilidade magnética xc
emp =0, 85eL =20. Onde o espectro da distribuicdo foi dis-
cretizado com um passo de Oy = 0, 4. A linha s6lida é um ajuste
por uma gaussiana.

Tomando o cruzamento das duas maiores redes no cumulante, encontra-

se Tcl‘l4 =1, 5008(2) (Figura 5a). Pode-se, no entanto, a partir da escala de
temperatura da Figura 5a perceber que ainda ha uma dependéncia do
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(a) Cumulante de Binder como func¢ao da temperatura para diferentes tama-
nhos derede.

§_' | T | T | T | ]

Al s

=N T =1,5008(1) -

el \\\ V:0,6717 i
~ gl ]
= 2| - o ]
= N

&l . i

N RS

3| i

wy ~

~| e |

! | ! | ! | ! |
0,003 0,004 0,005 0,006
L—l/v
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40e50comarede L =20. Alinhatracejadaindica o ajuste linear

Figura5—Cumulante de Binder para o modelo XY diluido com p =0,97.
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tamanho da rede no Us. Contudo, usando uma estimativa para o expo-
ente v =0, 6717 e ajustando os dados para uma dependéncia de escala
de tamanho finito (sem correcdo de escala) dos cruzamentos das redes
L =30,40,50 com L =20 foi encontrado Tlg"‘ =1,5008(1) (Figura 5b). Isso
mostra que essa nova estimativa de T¢ acaba por néo ser tdo diferente
da anterior. Logo, para obter a temperatura critica sem a necessidade de
gualquer expoente usou-se apenas a temperatura critica do cruzamento
de Uy para as duas redes maiores.

T T T T

¥v=1.9660(16) 387

In( )
L]

[*)
T

25 3 35 4
In(L)

(a) Escalade tamanho finito de X1

1.2 T T T 5 T T T T
o . sk . - |
14+ Pin: R 1/v=1,4900(28) .
T 4.5t 2 1
1,6 - % e~ cad
5 - >1~ e B
< = -
= sf . = 35 H §
. Biv=0,5131(10) ,» | 4 ]
. L ’
2SI <
22 Il 1 " L 1 ) L ! 1
25 3 35 ! 25 3 35 4
In(L) In(L)
(b) Escala de tamanho finito de X2 (c) Escala de tamanho finito de X3

Figura 6 — Escala de tamanho finito das quantidades termodindmicas X,
X2, € X3 com o correspondente ajuste (linha tracejada) sem
as correcdes de escala. As barras de erro sdo menores que o
tamanho dos simbolos.

A Figura 6 mostra um exemplo do comportamento das quantidades
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X1, X2 , e X3 com o tamanho da rede na temperatura T = 1,5008. Dessas,
foram estimados os expoentes criticos, inicialmente negligenciando o
termo de correcdo de escala de tamanho finito, i.e. X11 = X21 =X31 =0
nas Equacdes (3.18)-(3.20). Os resultados sdo mostrados na Figura 6 e
0s expoentes estdo apresentados na Tabela 1. Pode-se observar que os
pontos se ajustam bem a uma linha reta, o que implica que correcdes de
escala ndo sdo importantes para os tamanhos de redes utilizados. Usando
0 mesmo procedimento foram obtidos os expoentes criticos para outras
concentracdes. Os respectivos resultados estdo apresentados também
na Tabela 1. Nessa tabela também estéo inclusos os resultados obtidos
para p = 1, que foram comparados com os da referéncia (9). Pode-se
observar que ha um completo acordo com os expoentes do modelo puro.
Isto é consistente como o critério de Harris, apesar do expoente do calor
especifico ser bastante pequeno, mas de fato negativo. O Cumulante de
Binder, mostrado na Tabela 1, também concorda com esse critério, pois
os valores estdo bem proximos.

Tabela 1 — Expoentes criticos do modelo XY com diluigdo por sitios para di-
ferentes concentracBes. Também € dado o cumulante de Binder
e a temperatura critica obtida do maximo da susceptibilidade e
do cumulante de Binder.

p=1(9) p=1 p=0,97 p=0,95
a -0,0151(3) -0,0037(104) -0,0134(38) -0,0055(106)
B 0,3486(1) 0,3423(22) 0,3443(13) 0,3460(36)
Y 1,3178(2) 1,3164(75) 1,3194(35) 1,314(10)
v 0,6717(1) 0,6679(35) 0,6711(13) 0,6685(35)
¥4 1,55177(9) 1,5008(1) 1,46631(31)
TCXl 1,55184(7) 1,50060(23) 1,46615(29)

Us 0,3789(15) (90) 0,3808(10)  0,3764(15)  0,3798(64)

Foramanalisadastambém as corre¢cdes de escalas das Equacdes (3.18)
- (3.20). O resultado esta apresentado nas Figuras 7. Observa-se nestas que
adiferenca entre os expoentes obtidos com e sem correcdo de escala é pe-
quena. Isso ocorre devido aos termos de correcdo serem muito pequenos,
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o que dificulta também a determinacdo de @ com uma boa precisdo. Em
todo caso foi obtida uma estimativa de w ~ 0,80(10), que é comparavel ao
w =0,785(20) da Ref. (9).

T T T T T
o
100r Yv=1,9660(16) ]
801 Xi= =
Yv=19573(30)
®=0,829(27)
- 6O+ 1
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404 o g .
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1 1 1 1 1
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(a) Escalade tamanho finito de X1
T T T T v T T T T T T
Q 4 (-]
Biv=0.5131(10) soF . 1v=14900(28) J
025\ X,=0 4 Xy=0
Biv=0,5239(24) 1/v=1.4927(34) o
w=0.812(29) 1 0=0,782
i - 100 24 4
=< 02+ 4% /
X .
sof 7 4
0,15 b 3 4 o
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i 1 1 1 ? 0 1 1 ' 1 A
1o 20 30 40 50 S0 20 30 10 50
L
(b) Escala de tamanho finito de X2 (c) Escala de tamanho finito de X3

Figura 7 — Escala de tamanho finito das quantidades termodinamicas X1,
X2, e X3 com o correspondente ajuste. As barras de erro sédo
menores que o tamanho dos simbolos.

Uma vez que foram calculados os expoentes criticos, pode ser obtida
uma estimativa adicional, mais precisa, da temperatura critica através do
maximo dasusceptibilidade. A localizacdo dos picos define umatempera-
tura critica (efetiva) dependente do tamanho da rede T¢ (L) que escala de
acordo com a equacao

Te(L)=Te+AL™Y, (3.21)
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onde o expoente critico universal v foi obtido da Eq. (3.20) e a constante
A é ndo universal. A Figura 8 mostra o ajuste dos pontos de acordo com
a relacdo de escala dada acima Eq. (3.21). O correspondente valor da
temperatura critica extrapolado é dado também na Tabela 1. Nota-se que
a temperatura critica do maximo da susceptibilidade e do cumulante de
Binder sdo bastante semelhantes. Assim, em alguns casos a temperatura
critica sé foi determinada pelo cruzamento do cumulante.

1,6 T T T T T T T
i "_.’_’.,/,/- p=1 |
L.55F _|
"/ p=0,98
i p=0,97
S-Q 1.5f -
/ p=0.95
1,45 _
1.4 1 | I | I | 1
0 0,01 0,02 0,03 0,04

-1

Figura 8 — Temperatura T¢ (L) obtida do maximo da susceptibilidade como
funcéo de tamanho linear da rede L. A linha sélida mostra o
ajuste dos dados de acordo com a relacéo de escala dada na Eq.
(3.21). Os mesmos valores estdo apresentados na Tabela 1. As
barras de erros sdo menores que o tamanho dos simbolos.

3.4 Diagrama de fase

O diagrama de transicéo de fase apresentado na Figura 9 foi obtido
localizando a temperatura critica através do cruzamento das curvas do
cumulante de Binder para diferentes concentracdes p. Essa temperatura
foi obtida usando os mesmos paradmetros da secéo anterior, ou seja, 100
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Figura 9 — Diagrama de fase do modelo tridimensional XY com diluicdo
por sitios do tipo temperada no plano temperatura reduzida
Tc(p)/Tc (1) versus concentragdo de sitios magnéticos p. Os cir-
culos cheios séo resultados da simulagdo Monte Carlo, e alinha
pontilhada é uma guia para os olhos. O triangulo marca o local
do ponto de percolagdo pc [97]. A linha cheia é resultado de
expansdes em série (ES) para o modelo XY de spin 1/2 retirado
do trabalho de Reeve e Betts [43]. O detalhe da figura apresenta
osvalores dainclinagédo inicial datemperaturacomadiluicdo /.

amostras, redes de tamanho linear L = 10, 20, 30,40 e 50. Pode-se observar
que o erro em T¢ cresce com a diluicdo. Esse fato esta relacionado a
necessidade de um alto nimero de amostras para sistemas altamente
diluidos, pois muitas configuracdes ndo fazem um agrupamento de spins
percolado. Apesar do erro na temperatura em p <0, 85 ser grande para o
estudo dos expoentes criticos, 0s mesmos sdo muito pequenos quando
comparados com a escala do diagrama de fase, o que permite uma boa
analise desse. Na Figura 9 esta apresentado também o diagrama de fase
relatado por Reeve e Betts (43) para o modelo XY ferromagnético com
diluicdo temperada e spin S = 1/2 e o ponto de percolagédo do modelo (92).



3.4. Diagrama de fase 55

Reeve e Betts estudaram o modelo em rede clbicasimples com expansdes
em série (ES). Observa-se no grafico uma pequena diferenca nas curvas
dos dois diagramas, que deve estar relacionada a diferencas nas técnicas
utilizadas na obtencédo dos diagramas ou devido a diferentes valores de
spin(93).

Um importante parametro estudado nos sistemas diluidos € a re-

g0l oA b R S TR R S8 SaTs hniis gy
dp Te(1) p=1

resultados teéricos e experimentais. O valor de 1 encontrado neste traba-
lho foi 7 =1,0965(39) que é menor que /1 =1,22(2) obtido por Reeve e Betts
(43) eques=1,202 obtido por Tucker e colaboradores (44) obtido usando
Aproximacdo de Campo Efetivo para o mesmo modelo. A diferenca nos
valores de / também deve estar relacionada as técnicas de aproximagao
analitica utilizadas ou devido a diferencga nos valores de Spin, uma vez
que Garg e colaboradores (93) estudaram o modelo XY com dilui¢éo por
ligac8o e S = oo através de simulagdo Monte Carlo e obtiveramr=1,13, va-
lor mais proximo ao/=1,0965(39) encontrado neste trabalho. A diferenca
no /encontrado nesse trabalho para o do trabalho de Garg era esperada,
visto que o valor de 1 para sistemas com dilui¢éo por sitios € menor que o
valor de 1 para sistemas com diluicéo por ligacéo (94).
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3.5 Comparacdo com resultados experimentais

35.1 XY antiferromagnético
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Figura 10 — Diagrama de fase no plano temperatura reduzida T¢(p)/Tc (1)
versus concentragcdo de sitios magnéticos p para o modelo
tridimensional XY com dilui¢éo por sitios. Os circulos vazios
sdo os resultados experimentais de Burriel e colaboradores
[100], os circulos cheios sé@o resultados da simulacdo Monte
Carlo e otridngulo marca o ponto de percolacéo pc [97].

No diagrama da Figura 10 estdo os resultados experimentais relatados
por Burriel e colaboradores (95) do material [Co(CsHsNO)g](NO)3 dopado
com [Zn(CsHsNO)6](NO)3. Esse material € um exemplo bem estabelecido
de um antiferromagneto XY de spin 1/2 em rede cibica simples (96). Pode-
se observar que na regido inicial do diagrama os resultados obtidos com
nossa simulacdo concordam muito bem com os resultados experimentais,
apesar de nosso modelo ser classico. A diferenca entre os resultados da
simulacgdo e os experimentais torna-se relevante na regido do sistema mais
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préximadaconcentracao de percolacdo, com temperaturas menores, e
onde os efeitos quanticos podem se tornar mais intensos.

Burriel e colaboradores nado relataram o valor de 1 em seu trabalho, por
isso o valor de s foi calculado a partir do grafico (Fig.10) usando os ponto
Tc(0,83)/Tc(1) =0,80(1) e Tc(1)/Tc(1) =1, resultandoem r=1,17(3), que
estd préximo dovalor/=1,0965(39) obtido com asimulacdo Monte Carlo
neste trabalho. O valor de 7 assim estimado do trabalho experimental de
Burriel e colaboradores nao é muito rigoroso porque no pontop =0,830
sistema ja esta bem diluido. Nota-se que calculando o valor de 7 usando os
pontos p =1ep =0,8nosresultados da simulacdo Monte Carlo encontra-
se 1=1,13(2) que é ainda mais proximo do resultado experimental. Note
que, nesse caso, hdo houve ajustes de nenhum parametro teérico (o mo-
delo antiferromagnético classico equivale ao ferromagnético).
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3.5.2 Modelo XY ferromagnético com interacdo de supertroca
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Figurall—Diagrama de fase do modelo XY tridimensional com diluicédo
por sitios do tipo temperada, no plano temperatura reduzida
Tc (p)/Tc (1) vs. p para baixa concentracdo, comparado com
resultados experimentais de DeFotis e colaboradores [42]. A
linha pontilhada no caso da a correspondente inclina¢do na
regido indicada.

Recentemente, DeFotis e colaboradores (42) publicaram um estudo
experimental do ferromagneto policristalino Fe[Se2CN(C2Hs)2]2Cl que
exibe um comportamento tipico do modelo XY tridimensional (97). Eles
diluiram o Fe[Se2CN(C2Hs)2]2Cl com o diamagneto
Zn[S2CN(C2Hs)2]2 e encontraram /7 = 0,24(2), que é bastante diferente dos
resultados teéricos. Contudo, para alta diluicdo ndo magnética ha uma
boa concordéancia na inclinagédo correspondente, como pode ser obser-
vadonaFigurall, onde osdados experimentais estdo comparados com
osresultados do modelo estudado nesse trabalho. Defotis e colaborado-
res sugerem que uma possivel causa da baixa inclinagéo inicial com a
diluicdo poderiaestar relacionado a um acoplamento extra de interacédo
desupertroca (emboraelesalegam que outras causas poderiam ser mais
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provaveis). Tal interacdo de supertroca é similar ao que acontece nas ligas
Fe-Al, onde ela explica, de certa forma, a inclinagdo menos brusca em
baixas concentracfes de Al (98, 99).

(a) Uma impureza com vizinhos magnéti- (b) Duas impurezas vizinhas.
cos.

Figura 12 —llustracdo da quebra das interacdes de troca Ji1 e do surgi-
mento de interacdes de supertroca J2 devido a presenca de
impurezas representadas por esferas menores (caso bidimen-
sional).

Seguindoumaindicacdodostrabalhosrealizadosnasligas Fe-Al (100),
foi realizada uma simulac¢éo do modelo XY tridimensional considerando
que a impureza estabelece uma interacdo de supertroca entre os segundos
vizinhos magnéticos, como esta ilustrado nas Figuras 12. Para a rede
cubica cada impureza quebra seis interagdes entre 0s primeiros vizinhos
e cria doze interacdes entre segundos vizinhos. Nesse caso, hd um grau
de liberdade a mais em relacdo ao sistema da secdo anterior, a saber, o
valor da interagdo J»2. Devido a maior complexidade do modelo, nessas
novas simulag@es, um passo de Monte Carlo Hibrido (MCS) é composto
apenas por um passo do algoritmo Metropolis e um passo do algoritmo
de Superrelaxagdo. Os resultados dessa simulacdo estdo resumidos no
diagrama de fase da Figura 13. Nela os valores de Jo foram escolhidos de
modo a ajustarem a declividade inicial dos dados experimentais. Pode-se
observar nesse diagrama, entretanto, que nenhum valor de J2 constante
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fornece um ajuste satisfatorio para as concentragfes menores. Isto nos
levaasuporumaexisténciadeumarelagdoadicional entreaintensidade
dainteracao de supertroca J2 eaconcentracado de particulas magnéticas
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Figura 13 — Diagrama do modelo XY tridimensional diluido com uma in-
teracdo adicional de supertroca J2 no plano temperatura re-
duzida T¢ (p)/Tc (1) vs. p comparado com os resultados experi-
mentais de Defotis e colaboradores [42].

Afimdeencontrarumarelacao para J2(p), foi realizada um simulacéo
Monte Carlo fixando o valor de J1 = 1 e variando o valor de J2> de modo
a obter valores de J2 que gere o melhor ajuste em cada ponto T¢ (p) do
diagrama de fase experimental. Os valores de J2(p) xp estdo apresentados
na Figura 14. Nela pode-se observar que J2 diminui com a dilui¢cdo do
sistema. Utilizando um ajuste linear nestes pontos foi obtido J2(p) =
0,77(8)p-0,57(7). Substituindo esse ajuste 0,773p—-0,572 no valor de J»
na simulagcdo Monte Carlo foi possivel obter um ajuste satisfatorio para o
diagrama de fase experimental. Esse resultado esta apresentado na Figura
15.
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Figura 14 — Curva da intensidade da interagdo de supertroca J2 versus
p. Os pontos sdo os valores de J2 que produziram o melhor
ajuste em cada ponto T¢(p) do diagrama de fase experimental.
A linha tracejada é um ajuste linear dos valores de J2, a linha
cheiaéarelacdo J2(p) =0,21A0(p).
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Figura 15 — Diagrama no plano temperatura reduzida Tc¢ (p)/Tc (1) vs. p do
modelo XY tridimensional diluido com interacdo de supertoca
J2(p) =0,773p - 0,572 comparado com resultados experimen-
tais de Defotis e colaboradores [42].

Visto que a célula unitaria do material magnético utilizado no experi-
mento de DeFotis é 5,2% maior que a célula unitaria do dopante (material
ndo magnético), é razoavel supor que a diluicdo ndo deve provocar a al-
teracdo dos parametros de rede. Ou seja, ao contrario da liga Fe-Al, os
parametros de rede ndo devem mudar e por isso Ji1 deve permanecer
constante com a diluicdo. Uma vez que os parametros de rede ndo mu-
dam, a aparente diminui¢do na intensidade da interacdo de supertroca J2
com a concentracdo p deve estar relacionada a existéncia de diferentes
valores de interagcdo de supertroca que dependem do posicionamento da
impureza com relagéo aos seus vizinhos. Ou seja, se uma impureza estiver
ao lado de outra impureza (Fig12b) ela ird proporcionar uma interagédo Jz
com intensidade diferente de uma impureza que tem na sua vizinhanca
somente sitios magnéticos (Figl2a). Isso pode acontecer, por exemplo,
por sobrar mais espaco entre a impureza e 0s sitios magnéticos ja que as
impurezas sdo menores. Portanto, uma impureza que tem apenas Vvizi-
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nhos magnéticos proporciona uma interagéo J20 entre esses vizinhos, uma
impureza que tem uma outra impureza proporciona uma interagdo J .,
uma impureza que tem n outras impurezas vizinhas proporciona uma in-
teracdo J2” . Na rede cubica (z = 6) uma impureza que possua cinco outras
impurezas vizinhas (n = 5) ndo propicia nenhuma interacdo supertroca
entre seus vizinhos, pois s6 hd um vizinho magnético, assim sendo, J25 =0
e J26 = 0. Contudo, a simulagdo desse problema é extremamente complexa,
porém o resultado dessa simulagdo seria proximo ao de simular um dnico
valor para J2 com intensidade igual & média ponderada dos J 2 , seme-
lhante a um problema de liga¢cdes mistas ndo competitivas (19, 101). O
valor de J2 assim definido deve depender de p com a seguinte relagdo
Y O)
J2(p) = AP, (3.22)
n=0

onde An(p) é a probabilidade de encontrar uma impureza com n impu-
rezas entre os primeiros vizinhos. As probabilidades An(p) podem ser
obtidas através de Simulacdo Monte Carlo. Paraisso, gera-se varias amos-
tras aleatdrias, conta-se as impurezas com n impurezas nos primeiros
vizinhos e normaliza-se pelo numero total de impurezas. Os valores de
An(p) paradiferentes valores de p esta apresentado na Figura 16. Observa-
se que An(p) ndo depende do tamanho darede.

Né&o é possivel calcular os valores de JZ“ que ajuste a Eg. (3.22) aos
pontos da Figura 14, visto que s6 ha quatro pontos experimentais. Con-
tudo, para demonstrar que a diminuicdo na intensidade da interacdo de
supertroca J2 com a concentragdo p deve estar relacionada a existéncia
de diferentes valores de interagédo de supertroca JZ” que dependem da vizi-
nhanga da impureza realizou-se uma simulagdo no modelo acrescentando
uma condicdo que J g: 0,21e \12“ =0 para n > 0. Ou seja, nessasimulacao
foram utilizados apenas dois pardmetros: uma interacdo entre primeiros
vizinhos magnéticos J1 = 1 e uma interacao entre segundos vizinhos mag-
néticos J20 =0, 21 proporcionada por uma impureza isolada entre vizinhos
magnéticos (Figura 12a). Nessa simulacéo o J2(p) = (J ';) = Jng(p) como
esta mostrado na Figura 14.

A Figura 17 mostra o diagrama encontrado nessa simulacdo, que se
aproximamais do resultado experimental do que o diagrama dasimulacao
com Jz2(p) constante, isto €, com apenas uma interacdo de supertroca



64 Capitulo 3. Modelo XY tridimensional como dilui¢&o por sitios labelcap:xy

0.8

Figura 16 — Probabilidades An (p) como fungéo de p obtidas através de
Simulacdo Monte Carlo paraL =20e L =100.

0 1 n
‘]2 =J, =...=J, =0,18. Umavez que seria necessario diferentes valores
de J2” e uma simulacdo mais complexa para se conseguir um ajuste melhor,
a Figura 17 teve por principal objetivo apenas mostrar a possivel origem
davariacdo do J2(p). Por outro lado, um melhor ajuste péde ser alcancado
usando apenas uma relacéo linear na iteracdo de supertroca J2(p) (Figura
15).
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Figura 17 — Diagrama no plano temperatura reduzida Tc (p)/Tc (1) vs. p
do modelo XY tridimensional diluido com interacdo de super-
toca J2° =0,21 eZJ " =0 para n > 0 comparado com resultados
experimentais de Defotis e colaboradores [42] .

3.6 Conclusao

Nesse capitulo estudou-se 0 modelo XY ferromagnético com dilui¢édo
temperada por sitios. A simulacdo Monte Carlo e técnica do Histograma
utilizada mostraram-se eficientes na analise de diferentes caracteristicas
do modelo XY diluido. Um aspecto estudado foi o conjunto dos expoentes
criticos em diferentes concentrag8es de particulas magnéticas. Segundo
Reeve e Betts (43) poderia haver uma dependéncia do expoente y com
a concentracdo de impurezas para o modelo XY, conclusdo que diverge
do critério proposto por Harris (88) um ano antes. Em nosso trabalho
verificou-se que os expoentes do modelo XY ndo variam com a dilui-
¢cdo temperada, confirmando numericamente a validade do critério de
Harris para o modelo. Estudou-se também a inclinacao inicial da tempe-
ratura com a diluicdo, que ficou préxima, porém inferior aos resultados
encontrados na literatura para o modelo XY com spin 1/2. Esse resul-
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tado corrobora com a hipétese apresentada por Garg e colaboradores
(93): ainclinacdo para S — oo € menor que para S = 1/2. O diagrama de
transicdo de fase obtido concordou muito bem com o diagrama experi-
mental do [Co(CsHsNO)s](NO)3, um antiferromagneto XY de spin1/2,
apresentado por Burriel e colaboradores (95). Apesar de nosso modelo ser
classico, ndo foi necessario nenhum ajuste do parametro teérico no mo-
delo. Conseguiu-se também um bom ajuste para o diagrama experimental
do Fe[Se2CN(C2H5)2]2Cl, um ferromagneto XY, apresentado por DeFotis e
colaboradores (42). Nesse caso, no entanto, foi necessario considerar uma
interacdo de supertroca que varia com a concentracdo. Essa interacédo
justificou a baixa inclinacgéo inicial no resultado experimental de DeFotis.
Para uma melhor analise dessa interagdo de supertroca seria necesséario
mais pontos experimentais.
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CAPITULO

Filmes monocamadasde
misturasde®He-*He

O hélio é um elemento de grande importancia atualmente, sendo tdo
essencial quanto o silicio ou o germénio. Ele possui diferentes aplicacfes
cientificas e tecnolégicas, como em ressonancia magnética nuclear, es-
pectroscopia de massa, soldagem, producéo de fibras 6pticas e chips de
computador. O Hélio apesar de ser o segundo elemento mais abundante
no universo, € um gas muito raro na Terra compondo apenas 0, 0018%
da atmosfera terrestre. I1sso ocorre porque porque seus atomos sdo tao
leves que a velocidade térmica na alta atmosfera € superior a velocidade
de escape e uma grande proporcéo deles deixa o planeta.

A producdo industrial do gés hélio é extremamente limitada e dire-
tamente atrelada a extracdo do gas natural. O Hélio é ndo renovavel e
insubstituivel. Suas propriedades sdo Unicas e, ao contrario dos combusti-
veis fésseis, ndo ha formas Biosintética para se fabricar umaalternativa ao

hélio. Dessa forma é necessario fazer os maiores esfor¢cos possiveis para
recicla-lo. Para isso é necessario compreender suas propriedades fisicas.

O estudo tedérico do hélio tem ajudado também os cientistas na com-
preensédo de diferentes fen6menos quanticos [2]. Recentemente o estudo
da superfluidez do hélio ajudou na compreensédo dos fenémenos quanti-
cosqueexplicamasupercondutividade. Osautoresdotrabalhoreceberam
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um premio no Nobel devido a importancia dessa descoberta em 2003 [3].

Na natureza, ha dois isétopos distintos do hélio, o 3He e 0 *He . O
mais abundante *He , possui um ntcleo formado por dois prétons e dois

néutrons, e o menos abundante *He possui um nticleo com dois prétons
e apenas um néutron.

Quando se resfria o “He a temperaturas abaixo de 2, 172K , este so-
fre uma transicdo para uma fase superfluida. O termo superfluido foi
cunhado por Pyotr Kapitza em 1938, devido ao comportamento hidrodi-
namico singular do *He a baixas temperaturas. A superfluidez do “He foi
explicada posteriormente pelo fisico teérico Lev Landau como uma mani-
festacdo de um processo conhecido como condensacéo de Bose-Einstein.
Esta foi uma das primeira manifestagdo conhecida da mecéanica quantica
em escala macroscopica. O ponto de transicdo de fase do hélio liquido
normal para superfluido ficou conhecido como ponto A, isto devido ao
formato da curva do calor especifico como fungéo da temperatura, que
na transicdo lembra a letra grega. O 3He por outro lado apresenta pro-
priedades fisicas diferente do *He , visto que o 3He possui spin meio,
comportando-se como um férmio. Sua superfluidez ocorre a uma tem-
peratura quase mil vezes menor que a temperatura do “*He e é explicada
como um fenémeno quéantico diferente porem semelhante ao da super-
condutividade [5]. Atualmente o *He é um possivel elemento paraa produ-
¢do de energia atraveés de fusdo a frio e por isso seu estudo tem despertado
muito interesse cientifico [5,6,7]. O 2He por outro lado apresenta propri-
edades fisicas quanticas distintas do “He , por isso a superfluidez sé foi
comprovada no inicio da década de 70 com uma temperatura de transicao
do liquido normal para superfluido muito mais baixa do que a do “He (~
2,7 mK). A descoberta valeu o Prémio Nobel a Douglas Osheroff, David
Leee RobertRichardson. Apesar de isétopos, os efeitos quanticos se mani-
festam de forma distintas nos liquidos *He e *He , uma vez que os 4&tomos
de 3He sdo férmions, enquanto *He sdo bésons. Por isso a superfluidez do
liquido 3He s6 pode ser explicada pelo trabalho de Anthony Leggett em
1972 com uma nova teoria que foi premiada com o nobel em 2003(102).
Apesar de ser um dos elementos mais simples da natureza, sua estudo
ja revelou trés prémios nobel. Atualmente o 3He é um possivel elemento
para a producdo de energia através de fusdo a frio e por isso seu estudo
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ainda desperta muito interesse cientifico [5,6,7].

O Hélio no estado superfluido ndo se parece a nenhuma outra subs-
tancia, apresentando caracteristicas incomuns, que se deve a efeitos quan-
ticos. Essas propriedades ndo usuais permitem ao hélio um estudo das
transi¢des de fase com grande resolucdo e sem as complexidades decor-
rentes das impurezas e imperfeicdes cristalinas encontradas nos estudos
de outros materiais. Essas caracteristicas facilitam sua comparacdo com
resultados teéricos exatos[7,8].

O estudo tedrico das transicdes de fase superfluida pode ser feito uti-
lizando o0 modelo XY do magnetismo, visto que esse pertence a mesma

classe de universalidade do *He [9]. Muitos trabalhos experimentais e
tedricos foram realizados a fim de entender também o comportamento

das misturas de 3He-*He. Uma vez que a temperatura de transicéo do
3He é cerca de mil vez menor que a do *He, em sistema de misturas de
3He-*He, 4&tomos de 3He comportam-se como impurezas, que reduzem a
temperatura da transi¢do superfluida e induzem a separacgéo de fases no
sistema. No diagrama de transi¢do de fase a linha de transi¢cdo lambda
de segunda ordem termina em uma linha de coexisténcia de fases, ou de
primeira ordem, que separa uma fase pobre em He para uma fase rica em
3He . Esse comportamento, apresentado na Figura 18, foi obtido experi-
mentalmente por Roberts e Sydoriak em 1960 (103) e Graf e colaboradores
em 1967 (104). Em 1971, Blume, Emery e Griffiths (105) propuseram um
modelo de spins discretos capaz de reproduzir a topologia béasica do dia-
grama de fases de misturas de 3He-*He . Nesse modelo, conhecido como
modelo de BEG, cada sitio i da rede possui uma variavel de spin S que
pode tomar valores -1, 0, +1. Como o *He é um férmion ele seré represen-
tado pela variavel de spin S = 0. Dessa forma, o 3He se comporta como
uma impureza, reduzindo o valor da temperatura critica do sistema. O
pardmetro de ordem deste modelo é a média das variadveis de spin (S).
Este é um parametro de ordem semelhante ao do modelo de Ising. Como
S? pode ser zero ou um, (S?) é interpretado como a densidade de atomos
de *He e 1-(S?) com a densidade de atomos de 3He . O Hamiltoniano do
modelo BEG é dado pela equacéo

H=-J SiSj-K SZiSZj+A Szi’ (4.1)
(i) (ii) i
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Figura 18 — Diagrama de transicdo de fase experimental de misturas de
3He-*Heretirado dareferéncia[64],ondeqé aconcentracao
de3He.Oscirculoscheiossdoospontos de separacdo de fase
obtidos de dados da constante dielétrica. Os circulos abertos
sdotemperaturadetransicdo T ,o0squadradossdoresultados
dareferéncia[63] obtidos com base naatenuacéo doterceiro
som.

onde J é a interagdo de exchange bilinear, K é a interagdo biquadratica,

A o termo de anisotropia cristalina e Sj = -1,0,+1. Embora o modelo
de BEG acima, resolvido pela aproximacgao de campo médio, tenhare-
produzido qualitativamente o diagrama de fases experimental parauma
faixa de valores dos parametros do hamiltoniano, ele apresenta certas
caracteristicas ndo fisicas, como ndo considerar asimetriarotacional do
parametro de ordem do hélio superfluido (a funcao de onda associada a
superfluidez). Devido ao problema de simetria do modelo BEG, Berker e
Nelson (23) e, independentemente, Cardy e Scalapino (24), propuseram
um modelo baseado no rotor planar para descrever o comportamento
defilmesdemisturasde3He-*He, conhecido comoomodelovetorial de
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Blume-Emery-Griffiths (Rotor-VBEG ). Um modelo mais geral, que pode
ser dado por

H=-J (siX ij + Siy ') -K sziszj +A sf, (4.2)

i) () i

onde S;j sdo vetores classicos, cujo modulo pode assumir valores |Si| =0,
se houver um atomo de 3He ou |Si | = 1, se houver um atomo de “He .
O diagrama de fases do modelo Rotor-VBEG foi investigado em duas di-
mensdes usando grupo de renormalizacdo de Migdal-Kadanoff e néo se
encontrou um ponto tricritico para nenhum valor dos parametros do
modelo. O modelo XY-VBEG difere do Rotor-VBEG por apresentar spins
tridimensionais que podem flutuar também fora do plano XY. Apesar
de o Hamiltoniano ter a mesma forma do Rotor-VBEG, o espaco de fase
associado a ambos difere, e dessa forma é esperado diferencas em suas
propriedades termodindmicas. Ambos ndo visam uma modelagem quan-
titativa fiel do diagrama de fase experimental do *He-*He. Em vez disso,
busca-se capturar as caracteristicas fisicas e topoldgicas essenciais do
problema, ou seja, a separacdo de fases em conjunto com a formacéo
de uma fase superfluida. Entre outras coisas, isto significa que o modelo
descrito acima n&o captura, por exemplo, a miscibilidade finita de 3He em
“He de cerca de 6% a temperaturas muito baixas, onde o *He em solugéo
se comporta como um liquido de Fermi e, portanto, exigiria um trata-
mento totalmente quantico (106). Esse ultimo aspecto, no entanto, ndo
tem implicagdes fisicas importantes para o comportamento do sistema
proximo ao ponto de transic¢do, que é o foco principal desse livro.

O estudodesse modelo pode serrealizado usando spin classico tridi-

mensional representado no hamiltoniano por Sj = (SX-,Sy S%)com 82i =

(S;‘ )2 + (Siy )2+ (iSZ )2 = 1 representando atomos “He ou S:é = 0 represen-

tando 4&tomos 3He . O primeiro e o segundo somatério no hamiltoniano

(4.2) ) sdo executados sobre todos os pares de vizinhos mais proximos.
Como apresentado anteriormente, o primeiro somatdério contribui para a
superfluidez, ja o segundo surge do modelo fenomenoldgico para a ener-
gia de interacdo entre pares de hélio do mesmo tipo ou de tipos diferentes.
O parametro A, conhecido como a constante de anisotropia do termo
de campo cristalino, é essencialmente a diferenca de potencial quimico

U3 — s de 3He e “He, respectivamente. Neste trabalho utilizou-se J =1 e
um parémetrod = A/J
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No modelo, cadasitio i darede estdassociado aumavariavel XY do
magnetismo classico, cujo angulo faz analogia a fase do parametro de
ordem complexo W, que é a média do operador de criagdo do conjunto
do béson de atomo de hélio. Uma vez que o modelo ndo permite sitios
desocupados, ele ndo apresenta uma fase de vapor. Esse modelo pode
sergeneralizado paraincorporar afase de vapor, mas neste trabalho, por
razdes de simplicidade, isso foi ignorado.

O modelo XY -VBEG foi estudado usando as técnicas computacionais
e de analise da dados descritas com mais detalhes no Capitulo 2. Foram
empregados o algoritmo de Gas-de-Rede (G) que contribui para separagdo
de fase do modelo, o algoritmo Metropolis (M), uma versdo ndo-ergddica
doalgoritmo de Wolff (W) (89, 107), e o algoritmo de super-relaxacgao (S)
aenergia configuracional constante, (54, 55) responsaveis pela reorienta-
¢do de Spin e ordenamento topolégico que corresponde a superfluidez.
Cada algoritmo é simulado sobre todos os sitios da rede. Eles foram com-
binados usando o método Monte Carlo hibrido (53) a fim de reduzir na
simulacéo as correlacfes entre as configuragbes sucessivas. Assim, um
passo de Monte Carlo (MCS) é definido como a sequéncia dos algoritmos
naseguinte configuracdo: GM GW G S. Ossistemas foram simulados com
1x 103 MCS para atingir o equilibrio e com 1 x 10° MCS para o célculo da
média. Foram simulados sistemas com tamanho linear que variaram de
L=16alL =512. Em pontos do diagrama que necessitaram de melhor pre-
cisdo foi empregado a técnica do histograma simples (Secdo 2.1). Nesses
pontos o sistema foi simulado com 5 x 10° MCS para atingir o equilibrio e
com 5x 108 MCS para o calculo do histograma.

4.1 Quantidades termodinamicas

Dasimulacdo é possivel obter diferentes quantidades termodinémicas.
Nesta secdo é apresentado um resumo dessas quantidades. A média ter-
modindmica de uma quantidade qualquer (W ) é calculada da simulacao
Monte Carlo usando a seguinte equacao

1 MCS

= Wj . (4.3)
W) MCS j=1 J
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O paréametro de ordem, ou seja, a magnetizacdo no plano é dada por
1N 1

My = (S (s)) 3 (4.4)

Apesar de no sistema infinito a magnetizacao ser nula, no sistema
finito com N spins, a analise da Onda-de-Spin a baixa temperatura (72,
108, 109) prediz uma relagdo entre a magnetizacdo e o numero de sitios

expressa por .

T/8n
— . (4.5)
M
Xy 0( 2L2)
A energia interna por sitio é definida por
(E)
e_ , (4.6)

onde N = L2 é o nimero de sitios da rede , E é a energia total do sistema.

A concentracdo de particulas de 2He (ndo-magnéticas) é dada por
1L
2
q —T1-sfl. (4.7)
=

A susceptibilidade magnética no plano é dada por
M3y} =(Mxy )?
3 y y
XXy = |_ T . (48)

No entanto, para T > Tk 1 a susceptibilidade é equivalente a média do
guadrado da magnetizacéo no plano (110), visto que a média da magneti-
zacdo vai azeroem T > Tk T. Porisso, nesse capitulo, a susceptibilidade
foi obtida da equacédo
M)%y
Xxy LZ(T). (4.9)

Como apresentado no Capitulo 2, a susceptibilidade no plano diverge
exponencialmente com a temperatura na transicdo de fase Berezinskii-
Kosterlitz-Thouless (BKT) segundoaequacgao

X = aeP(T-Tex 1) ,T- Taers (4.10)
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e permanece infinita para T < Tgk 7 de tal forma que toda uma linha
de pontos criticos aparece no diagrama de fases. Na equacdo acima a
e b sdo constantes. Essa equagdo permite obter uma estimativa para a
temperatura de transicdo (110). No entanto, para sistemas de tamanhos
finitos, é predito que a susceptibilidade em Tgk T comporta-se de acordo
com aequacao (111) ( )

x=a'L¥"'1-p'Q’, (4.11)

onde a" e b" sdo constantes ndo universais, r é o expoente da fungio de
correlacdo e Q é dado por

2 r 5I

Q=_—__" In(L) (4.12)
2[In(L) + o+ O

onde u é uma outra constante ndo universal. Uma vez que na tempe-
ratura de transicdo o expoente 7 possui um valor bem estabelecido de
nN(TekT) =1/4 (112) essa equacdo € utilizada para obter uma estimativa
datemperaturadetransi¢cdo BKT (37, 38,40, 113)

Outra forma de estimar a temperatura de transicdo BKT é a partir do
maodulo da helicidade (93, 114, 115, 116). Essa quantidade apresenta um
saltonovalor 2T /r1azero natemperatura de transicdo BKT para o sistema
de tamanho infinito (112). Ja em sistemas de tamanho finito o médulo da
helicidade apresenta umarelagéo dada por (70, 114, 117)

2 1

_ 1+ —  +...
Y= T 2InL+c

n

(4.13)
onde ¢ € uma constante ndo universal. Embora a Eq. (4.13) tenha sido
obtida considerando o caso em que ndo ha impurezas, espera-se que sua
extensao ao caso impuro seja valida. Argumentos baseados na aproxima-
¢do harménica auto-consistente mostram que o modulo da helicidade em
(2/m)Tek T deve ser independente da concentracdo de impurezas (vide
Ref. (118)).

O modulo da helicidade é dado por
3%H 1 oH ) 1 oH 2

Y = — T - e , 4.14
002 5-0 ke T 30 5-0 keT 90 s5-0 ( )



4.2. Rede quadradae K =1 75

para o Hamiltoniano do modelo XY-VBEG Eq. (4.2) tem-se

o = ( )( XY Y xI
35 5=0 Ji/zj i SiSy =SSy
3%H 27 xx yy (4.15)
Wazoz\] rij')( SISJ+SISJ .

i/7]

A auséncia de picos definidos nas quantidades termodindmicas torna
a localizacdo precisa da temperatura de transicdo BKT mais dificil. Por-
tanto, foram realizadas as diferentes abordagens descritas nas Equacdes
(4.10, 4.11 e 4.13) para estimar o ponto de transicdo BKT e verificar a qual
se adéqua melhor a andlise do modelo XY-VBEG. Essas quantidades foram
estudadas a fim de obter o completo diagrama de transicdo de fase, como
também verificar se todas as caracteristicas das transicdes BKT estdo pre-
servadas em todos os pontos do diagrama. O resultado dessas, bem como
suas discussdes estdo apresentados na préxima secao.

4.2 Rede quadradae K=1

Nessa secdo sdo apresentados os resultados da Simulagcido Monte Carlo
para o modelo XY-VBEG numa rede quadrada com a constante de troca
biquadratica K = 1. Nela sdo apresentados e discutidos diferentes quanti-
dades termodinamicas do modelo. O diagrama de fase obtido foi compa-
rado com o diagrama relatado por Cardy e Scalapino parao modelo VBEG
na versdo rotor planar.

4.2.1 Concentracdo de He .

A Figura 19 mostra a concentracdo de *He como funcéo da tempe-
ratura parad = A/J = -4,d =0 e d = 2 e redes de tamanho variando
de L = 16 a L = 512. Pode-se observar que a concentracdo de 3He nao
depende do tamanho da rede. Para baixas temperaturas a concentracao
de He é préxima de zero para os trés valores do campo cristalino d. Para
d = -4 ed =0as curvas de concentracdo de 3He estdo préximas a zero até
atemperatura T ~ 1 onde a curva de d = 0 comeca a apresentar um cres-
cimento. Para valores de d maiores a concentracao fica perto da unidade
e ndo estd mostrada nessa Figura por questdo de clareza. Esse comporta-
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Figura 19 — Curva da concentragdo de 3He q como funcéo da temperatura
paraK=1d=A/=-4,d=0ed = 2 e tamanhos de rede
variandodeL=16aL =512.

mento da concentragdo q ir4, entretanto, se refletir nas propriedades das
outras quantidades termodinamicas, como veremos abaixo.

Na Figura 20 esta apresentada a concentracdo de >He como funcéo
do campo d , para rede de tamanho L = 16, nas temperaturas T = 0, 4
(Fig. 20a), T = 0,45 (Fig. 20b) e T = 0,5 (Fig. 20c). Os pontos cheios fo-
ram obtidos da simulacdo partindo de um campo d inicial pequeno, e
incrementando o campo a cada simulagdo. Ja os pontos abertos foram
obtidos da simulacéo partindo de um campo d inicial alto e decremen-
tando o campo a cada simulacdo. Essas curvas formam uma figura de
histerese 0 que indica a presenca de uma transicdo de primeira ordem.
Esse procedimento foi utilizado para localizar pontos de primeira ordem,
onde o campo cristalino do ponto de transicdo de primeira ordem dc foi
considerado o ponto no centro da curva de histerese e o erro a largura
da curva de histerese. Utilizando esse método para estimar o ponto de
transicdo o erro desse aumenta com a diminuicdo da temperatura.
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Figura 20 — Curva da concentracédo de 3He q como funcéo do campo d
para K =1, e rede de tamanho L = 16. Os circulos cheios sdo
resultados obtido da simulagdo com o incremento o campo d
e os circulos abertos séo resultados obtidos com o decremento
0 campo d.
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4.2.2 Calor especifico

4r — L=16 7
| — L=32 |
— L=61218
N — L=1 - i
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Figura 21 — Curva do calor especifico como funcédo da temperatura para
K=1,d=-4,d=0ed =2 e tamanhos de rede variando de
L=16aL=512.

A Figura 21 mostra o calor especifico ¢ como funcdo da temperatura
T para os campos cristalinos d = -4, d =0 e d = 2, e tamanhos de redes
L=16,L=32,L=64,L=128,L=256eL =512. Comd = -4 osistema
quase se equivale ao modelo XY puro. A curva apresenta um maximo
caracteristico da transicdo de fase BKT. O maximo da curva ocorre a uma
temperatura cerca de 10% acima da temperatura de transicdo. As curvas
parad =-4,d =0 e d = 2 se sobrepbem em baixa temperatura se diferen-
ciando em T > Tgk 1. As curvas para d = -4 e d = 0 nas vizinhancas da
temperatura de transicdo quase se sobrep&em, isso porque as concentra-
¢Beso de 3He sdo igualmente baixas na transicdo. Em d = 2, por outro lado,
o0 sistema se encontra proximo do ponto critico BKT onde a concentragéo

de ®He na transicdo sofre a maior variacdo e por isso apresenta o pico
mais intenso.
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4.2.3 Mobdulo da helicidade

A Figura 22 mostra o médulo da helicidade como fungédo da tempe-
ratura para o campo cristalinod = -4 e tamanhosderede L =16, L = 32,
L=64,L=128,L=256elL=512.Ignorandootermodecorrecdodeescala
logaritmica da Eq. (4.13) pode-se estimar a temperatura de transicao atra-
vés do cruzamento das curvas do mddulo da helicidade com reta 2T /7.
Observe que atemperatura de transi¢do obtida desse modo depende do
tamanhodaredelL.

0.4

Figura 22 — Curva do médulo da helicidade como func¢éo da temperatura
para K =1, d = -4 e redes de tamanho variando de L = 16 a
L = 512. O cruzamento do médulo da helicidade com a reta
2T /1 define a temperatura de transicao.



4.2. Rede quadradae K =1

81

* I I | | | | | | | |
o] . -
= -
5[ -
S5 _
jaal] Y -
=N
=3 A 1
s~
L \'\. _____ |
| T e __ 2
- . L s ' . : ' I I .
100200 300 400500

Figura23—Curvadas Temperaturade transicdo BKT (Tek 1) como fungdo

do tamanho da rede L obtida do mddulo da helicidade para
K=1ed=-4.

Na Figura 23 esta apresentada a temperatura BKT como funcédo de
L. Como a diferenca entre as temperaturas Tek 1 (L) decai rapidamente
alguns pesquisadores assumem o Tgk T (L) como uma boa estimativa
para a temperatura de transicdo BKT (119, 37). Pode-se observar que a
diferenca entre as temperaturas de transicdo Tek T (L = 256) = 0,7008 e
TekT(L=512)=0,69984édeapenas0,00096. Assim,umaestimativapara
a temperatura de transicdo obtida por esse método é Tk T =0,700(1).
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4.2.4 Susceptibilidade magnética
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Figura 24 — Curva de x como funcéo da temperaturaparaK =1,d =-4e
redes de tamanho variandode L =16 aL =512. Os pontos sdo
resultados da simulacdo Monte Carlo, alinha cheia é uma guia
para os olhos e a linha tracejada é uma extrapolacédo usando a
Eq.(4.10).

A Figura 24 mostra a curva de ¥ como funcdo da temperatura para
o0 campo d = -4 e tamanhos de rede L = 16, L = 32, L = 64, L = 128,
L =256 e L =512. Nela observa-se o efeito do tamanho finito do sistema
na curva de susceptibilidade. Para baixas temperaturas a susceptibili-
dade apresenta uma forte dependéncia com o aumento do tamanho
da rede. Por outro lado, para altas temperatura as curvas para diferen-
tes tamanhos de redes se colapsam. Ajustando a Eg. (4.10) aos pontos
da Figura 24 encontra-se uma estimativa para temperatura de transicédo
TekT =0,6952(7). Esse ajuste ndo-linear foi realizado utilizando o algo-
ritmo de Levenberg-Marquardt (120, 121) e o algoritmo Nelder—Mead
(120, 122), ambos disponiveis na biblioteca matematica livre muParser
como também em softwares livres como o programa Qtiplot.
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Figura 25 — Curva de x/L%7 como funcéo da temperatura, onde n = 1/4,
K =1,d =-4eredes de tamanho variandode L =16alL =512,
Os pontos séo resultado da simulacdo Monte Carlo, as linhas
sdo guias para os olhos. O detalhe mostra o efeito de escala de
tamanho finito.

Ignorando o termo de correcdo de escala logaritmica Eq. (4.12), ou
seja, tomando Q = 0, pode-se obter uma estimativa para a temperatura
BKT do sistema pelo cruzamento das curvas de x/L?~7xT para diferentes
tamanhos de rede. Esse procedimento estad apresentado na Figura 25.
Observa-se no destaque dessa figura que as curvas ndo se cruzam em
um dnico ponto, isso ocorre devido a auséncia do termo de correcdo
logaritmica. Por outro lado, a dependéncia de x/L?~"7 com o tamanho da
rede no ponto BKT é muito pequena. Assim, a temperatura de transicdo
foi estimada do cruzamento das curvas para as duas maiores redes L = 256
eL=512resultandoem Tk T =0,6975(14).
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4.2.5 Diagrama de transi¢ao fase

Paratracar o diagramade transi¢cdo do modelo XY-VBEG é necesséario
encontrar a linha de transicdo BKT e a linha de transicdo de primeira
ordem. A linha BKT foi obtida estimando a temperatura BKT para um
valor fixo do campo d e repetindo o procedimento para diferentes valo-
res do campo d . Nas subse¢des anteriores apresentou-se trés técnicas
para estimar a temperatura de transicdo BKT para o campo d = —4. Pri-
meiramente usando o moédulo da helicidade Eq. (4.13) onde se obteve
TekT =0,700(1), em seguida com o ajuste da susceptibilidade dado pela
Eq. (4.10) obtendo-se Tek 1 =0,6952(7) e por altimo com a lei de escala
dada pela Eq. (4.11), que resultou em TgkT = 0,6975(14). Na literatura,
encontra-se os trabalhos de Cuccoli e colaboradores (110) que obtiveram
TekT =0,695(1) usando a Eq. (4.10) com rede de até L = 256, de Evertz e
Landau (123) que encontraram Tek T = 0, 700(5) usando uma relagéo de
escalaeredes de até L =192 e de Wysin (124) que obteve TekT =0,699(1)
usando arelacdo de escalada Eq. (4.11) eredes de até L = 128. Nota-se que
todas as técnicas sdo equivalentes e geram temperaturas muito proximas.
Contudo, a técnica de estimar a temperatura usando a relacdo de escala é
mais simples, pois permite obter uma boa estimativa para Tk T mesmo
usando redes pequenas. Usando a lei de escala também é possivel fixar a
temperatura e variar o campo, visto que a Eq. (4.11) ndo depende de T,
mas apenas de L. Na regido proxima ao ponto BKT terminal é necessario
fixar a temperatura e variar o campo d devido a inclinacédo da curva. Di-
ante do exposto, nesse trabalho utilizou-se a técnica da lei de escala da Eq.
(4.11) para obter a linha de transi¢do BKT do diagrama de transi¢éo de
fase. Outras andlises realizadas na rede triangular (Sec. 4.4) acrescentam
argumentos para essa escolha.

A linha de primeira ordem foi obtida fixando a temperatura T e ob-
servando a histerese na curva da concentracdo de *He como funcéo do
campo (Fig.20) como também na curva de susceptibilidade como fungédo
do campo. Esse procedimento foi repetido para diferentes temperaturas.
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Figura 26 — Diagrama de fase no plano temperatura vs. campo cristalino
reduzido para o modelo com K = 1 numa rede quadrada. Os
circulos cheios indicam a transicdo BKT e os abertos indicam
atransicdo de primeira ordem. O tridngulo cheio e o quadrado
representam o ponto critico simples e o ponto BKT terminal,
respectivamente.

O diagrama de transicao de fase obtido estd apresentado na Figura
26. Ele apresenta uma linha de transicdo BKT que separa a fase rica em
4He superfluido da fase rica em “He fluido normal. A linha BKT termina
em uma linha de primeira ordem num ponto BKT terminal localizado
em Tpt =0,661(2) e dpT =2,495(8). A linha de primeira ordem marca a
coexisténcia das fases rica em “He e rica em 3He . Essa linha termina em
um ponto critico simples localizado em Tpc =0,737(2) edpc =2,399(4).

Na Figura 27 esta apresentado o diagrama de coexisténcia no planos
T/T 31 Versus concentragdo de *He ,onde T2, . € a temperatura de tran-
sicdo BKT paraq =0, ou sejad tendendo a —oco. Em d = -4 o sistema
apresenta a concentracdo de 3He muito préxima de zero no ponto de tran-

sicdo, por isso considerou-se TgKT =Tek7(d =-4)=0,6975(14). Nessa
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figura esta apresentado também o diagrama relatado por Cardy e Scala-
pino (24) para o modelo VBEG na versdo rotor planar. Eles utilizaram a
técnica de renormalizacdo Migdal-Kadanoff. Observa-se que o diagrama
obtido apresenta a area da regido de coexisténcia maior que a area do
diagrama apresentado por Cardy e Scalapino. Por outro lado, a area da
fase superfluida do diagrama de Cardy e Scalapino é muito maior que
do diagrama encontrado neste trabalho. A concentragdo no ponto BKT
terminal obtido neste trabalho para rede quadrada foi de gpt =0,020(5) e
enguanto o resultado de Cardy e Scalapino foi de gpT =0,18(1).
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Figura 27 — Diagrama de coexisténcia no plano T /TgKT versus concentra-

céo de ®He . Oscirculos cheios indicam resultado da simulacéo
Monte Carlo (as linhas cheias sdo apenas guia para os olhos).
A linha pontilhada mostra o resultado obtido por Cardy e Sca-
lapino [24] para o modelo rotor planar (RP).
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4.3 Rede quadrada e K=0

Nessasecaodiscute-se osresultadosdo modelo XY-VBEGcomacons-
tante de troca biquadratica K = 0 numa rede quadrada. Algumas quan-
tidades termodinamicas que sofreram maior influéncia da alteracdo na
constante de interacdo de troca biquadratica sdo analisadas. O diagrama
de fase obtido foi comparado com o relatado recentemente por Dillon e
colaboradores para modelo vetorial de Blume-Capel que é equivalente ao
modelo VBEG naversao rotor planar.

4.3.1 Concentracdo de He .

A Figura 28 mostra a concentracdo de *He como funcédo da tempera-
tura para diferentes tamanhos de rede. A Figura 28b é a mesma Figura 19
gue ja foi discutida na sec¢do anterior e foi reproduzida aqui para facilitar
acomparacdo com a Figura 28a. Observa-se nessa figura que a concentra-
céo de 3He para baixas temperaturas é préxima de zero e independe do
valor K para os valores de d considerados. A concentragéo de 3He préxima
da transicdo BKT apresenta uma grande variacdo para K =0,d =-4¢
d =0 0 que ndo acontece para K = 1. Nota-se que paraK =0ed =0,81 0
sistema apresenta uma variagdo brusca na concentracdo de 3He , o que
revela proximidade a regido de transicdo de primeira ordem.

4.3.2 Calor especifico

A Figura 29 mostra o calor especifico ¢ como funcéo da temperatura
T,etamanhosderedesL =16,L=32,L=64,L=128,L =256e L =512.
Observa-se que para K = 0 o pico do calor especifico cresce com o campo
d, efeito esse relacionado com a inclinacdo da curva de concentragdo de
3He . Apesar das curvas de calor especifico para K = 0 diferirem das curvas
para K =1, o comportamento de ambas esta relacionado com a variagao

da concentracdo de 3He nosistema.
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Figura 28 — Curva da concentracéo de 3He q como funcéo da temperatura
para redes de tamanho variandode L =16 aL =512.
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(b)K=1.

Figura 29 — Curva da concentracéo de *He g como funcédo da temperatura
parad =-4,d =0ed =0,81 e redes de tamanho variando de
L=16alL=512.
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4.3.3 Diagrama de transi¢ao fase
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Figura 30 — Diagrama de fase no plano temperatura vs. campo cristalino
reduzido para o modelo com K = 0 numa rede quadrada. Os
circulos cheios indicam a transi¢cdo BKT e os abertos indicam
a transicdo de primeira ordem. O tridngulo indica o ponto
tricritico efetivo (PTE).

Na Figura 30 esta apresentado o diagrama de transi¢do de fase do
modelo VBEG para K =0 no plano T xd. Os pontos de primeira ordem
foram obtidos da curva de histerese da concentracdo de 3He . A linha
de transicdo BKT foi obtida usando a Lei de escala Eq. (4.11). Esse dia-
grama apresenta um aparente ponto tricritico localizadoem T = 0,401(2)
d = 0, 810(2). Resultado semelhante foi recentemente apresentado por
Dillon e colaboradores para o modelo VBEG na versao rotor planar. Eles
localizaram um ponto tricriticoem T =0,40(2) ed = 1, 15(5).
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Na Figura 31 esta apresentado o diagrama de fase obtido neste tra-
balho comparado como o diagrama de fase relatado por Dillon e colabo-
radores e com alguns pontos apresentados por Garcia e Chan (125) no
plano T/T‘B’KT versus campo cristalino. Para o modelo rotor planar na
rede quadrada a temperatura de transicdo BKT em ¢ = 0, ou seja para
d - -0, éde TSKT =0,8921(1) (116), enquanto para o modelo XY-VBEG
a temperatura é de TSKT =0,695(1). Ascurvas, apesar de serem modelos

diferentes, encontram-se muito préximas, excetonopontod =1.
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Figura 31 — Diagrama de fase no plano T/TgKT versus campo cristalino,
para K = 0 numa rede quadrada. Os circulos cheios séo resul-
tados dasimulacéo paraomodelo XV-VBEG, alinhatracejada
éoresultado parao modelo VBEG apresentado por Dillon e co-
laboradores[119]. Asestrelas sdoresultados do modelo VBEG
apresentado por Garcia e colaboradores [125]. O triangulo e
quadrado marcam o ponto tricritico efetivo (PTE) do modelo
XY-VBEG e do VBEG respectivamente.
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Figura 32 — Diagrama de coexisténcia no plano T versus concentracdo
de 3He . Os circulos cheios indicam resultado da simulagéo
Monte Carlo e as linhas sdo apenas guia para os olhos.

Na Figura 32 esta apresentado o diagrama de coexisténcia no planos
T versus concentracdo de 3He . Esse diagrama difere qualitativamente do
diagrama apresentado para K = 1. Pode-se observar que a area correspon-
dente a regido super fluida é maior.

Apesar de se observar no diagrama um aparente ponto tricritico, Ber-
ker e Nelson em seu trabalho ndo conseguiram localizar um ponto tricri-
ticofixoesimum pontocriticoisolado (PC) eumponto BKT terminal (PT)
muito préximos. Eles o denominaram de ponto tricritico efetivo (PTE).
Essa denominacdo serd utilizada também neste trabalho. Afim de estudar
o0 ponto tricritico efetivo com melhor precisédo foi empregado a técnica do
histograma descrita na Se¢ao 2.1. Com esta técnica foi possivel localizar
com melhor precisdo a temperatura de transicdo BKT e a transicdo de
primeira ordem. Para estimar os pontos de transi¢cdo de primeira ordem
também foi utilizado a distribuicdo de probabilidade da concentragdo de
3He.
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Figura 33 — Curva da distribuicéo de probabilidade da concentracédo de
3He P(q) para rede de tamanho L = 64, temperatura t = 0,405
e uma série de campos d préximo ao ponto de transicdo de
primeira ordem. As linhas sdo apenas guias para o0s olhos.

Na Figura 33 est4 apresentada a distribui¢do de probabilidade da con-
centracdo de 3He como funcéo da concentracdo P (q) para um sistema de
tamanho linear L = 64, natemperatura T = 0,405 e para diferentes valores
do campo d. O objetivo dessa figura é ilustrar o método de obtencédo do
ponto de transicdo de primeira ordem. Observa-se na figura que a curva
de distribuicdo de probabilidade para d = 0, 8 apresenta um Unico pico
localizadoem q =0,11(1), indicandoqueem T =0,405ed =0, 8 o sistema
estd numa fase pobre em 3He e ricaem “He . Em d = 0,8027 h4 a situacdo
oposta, ou seja, o sistema se encontra numa fase rica em 3He e pobre em
4He . Para os valores de campo cristalino intermediério, ao invés do deslo-
camento do pico de um ponto de baixa concentracdo 3He para um ponto
de alta concentracéo de 3He , ha o surgimento de dois picos com intensi-
dades diferentes até que no ponto T = 0,405 d =0,8012 a distribuicéo de
probabilidade apresenta dois picos de mesma intensidade. Nesse ponto o
sistema apresenta duas fases igualmente provaveis, uma de baixa concen-
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tracdo de 3He e um de alta concentracdo de ®He . Essa curva indica que
Tc =0,405 e dc =0,8012(3) é um ponto de coexisténcia de fase para rede
tamanho L = 64 (126). No entanto, para encontrar a coexisténcia de fase
no limite termodinamico é necessario realizar o mesmo procedimento
para redes de diferentes tamanhos e utilizar a teoria de escala de tamanho
finito. Assim, foi fixado atemperaturaem T =0, 405 e buscou-se o campo
dc (L) que igualasse os picos nas curvas de P (q) para diferentes tamanhos
de rede L. A Figura 34 ilustra o procedimento descrito, onde estdo apre-
sentados as curvas de P (q) para redes de tamanho L =16, L =32, L =64
e L = 128. Nessa figura observa-se que o aumento no tamanho da rede
tende a formar um Gnico pico na curva de distribuicdo de probabilidade.
Essa fato indica que ndo ha coexisténcia de fase no limite termodinamico
para T =0,405. Em outras palavras, a linha de primeira ordem no limite
termodinamico nédo ultrapassa a temperatura T = 0,405.

: —
L=64 L=32
0.04r 4=0,8012 d=0.8028 T=0,405 7
d=0,8008

d=0,807 _
e

!

Figura 34 — Curva da distribuicdo de probabilidade da concentracdo de

3He P (q) para temperatura T = 0,405, e diferentes tamanhos
de rede. As linhas sdo apenas guias para os olhos.

O mesmo procedimento foi realizado em diferentes temperaturas. A



94 Capitulo 4. Filmes monocamadas de misturas de SHe-*He

Figura 35 ilustra o comportamento de P (q) nas temperatura T = 0, 401
(Figura35a)e T =0,402 (Figura 35b). Observa-se nessa figura que ndo ha
tendéncia dos dois picos desaparecerem com o0 aumento do tamanho da
rede. Nota-se também que para cada valor de L ha um valor de campo
dc (L) para o qual aintensidade dos picos da distribuicdo de probabilidade
se tornam iguais.

Uma vez que na transicdo de primeira ordem as quantidades escalam
com a dimensdo do sistema, foi possivel obter o valor dc no limite termo-
dindmico através da extrapolacdo do ajuste linear dos pontos da curva
dc(L) x L2 como esta ilustrado na Figura 36.

A transicdo BKT foi localizada com melhor precisdo fixando a tempera-
tura e variando o campo cristalino d com a ajuda da técnica do histograma
multidimensional. A Figura 37 ilustra o ponto de transicdo BKT fixando
a temperatura em T = 0, 402 e variando o campo d para diferentes tama-
nhos de rede L. Nessa figura pode-se observar que ha uma relacdo de
escala. Isso ocorre porque foi negligenciado o termo de correcdo de escala
logaritmica Eqg. (4.12). No entanto, observa-se que a corre¢io de escala
€ muito pequena, ficando na quarta casa decimal. Usando os valores de
X(L) no ponto de cruzamento das duas maiores redes ou seja T =0, 402
e d = 0, 8087 é possivel obter um ajuste da Eq. (4.11) com o termo de
corre¢do de escala aos pontos da simulagcdo como esté ilustrado na Figura
38.
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(b) TemperaturaT =0,402.

Figura 35 — Curva da distribuicdo de probabilidade da concentracdo de
3He P(q).
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(b) TemperaturaT =0,402.

Figura 36— Curva do campo dc (L) como funcéo do L2, onde os pontos
sao resultado das simulacgédo e alinha pontilhada é um ajuste
linear.
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Figura37—Curvade x/L"/*como funcidodatemperaturaparadiferentes
tamanhos derede.
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(b) TemperaturaT =0,402.

Figura 38 — Ajuste do ponto de transicdo BKT.
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Figura 39 — Detalhe da regido do ponto tricritico efetivo do diagrama de
fase no plano temperatura vs. campo cristalino reduzido.

Os pontos de transicdo de primeira ordem e 0s pontos de transicao
BKT obtidos com melhor preciséo estio apresentados na Figura 39, onde
se observa com melhor clareza aregido do ponto tricritico efetivo. No dia-
grama, a linha de primeira ordem para rede de tamanho L = 16 encontra-
se afastada da linha de transicdo BKT. Com o aumento do tamanho da
rede L as linhas de primeira ordem se aproximam da linha de transicéo
BKT. No limite termodinamico as linhas de primeira ordem e BKT quase
se sobrepde. Pode-se observar também que a distancia do ponto BKT
terminal e do ponto critico simples é de aproximadamente 0, 05.
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Figura 40 — Detalhe daregido do ponto tricritico efetivo retirado do traba-
Iho de Berkere Nelson [23].

Esse resultado é muito semelhante ao apresentado por Berker e Nel-
son reproduzido na Figura 40, onde é possivel observar que a distancia
entre o ponto BKT terminal e do ponto critico simples também é de apro-
ximadamente 0, 05. Como Berker e Nelson utilizaram rede triangular e
umaversdo rotor planar do modelo VBEG alocalizacdo dos pontos criticos
sdo diferente da encontrada neste trabalho. Contudo, o fato da rede ser
triangular ndo deve alterar a topologia do diagrama de fase, como sera
visto na proxima subsecéo.

4.4 Rede triangulare K=1

Aqui é apresentado os resultados do modelo XY-VBEG para K =1
numa rede triangular, com o objetivo de analisar diferengas com os resul-
tados obtidos para rede quadrada, bem como, comparar com os resultados
relatados por Berker e Nelson para o modelo rotor planar (RP).
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4.4.1 Magnetizacéo

Uma caracteristica da transicdo BKT em sistemas finitos é a magnetiza-
¢do (72), embora ndo haja quebra de simetria no modelo XY 2D a func¢éo
de correlacdo decai muito lentamente com a distancia, o que garante
uma magnetizacdo mensuravel em sistemas finitos. Essa magnetizagéo
apresenta um aparente expoente critico universal 8= 0, 23 observaveis ex-
perimentalmente em diferentes materiais magnéticos que se assemelham
ao modelo XY (73). A magnetizacdo também determina uma temperatura
de Curie efetiva do sistema finito Tm (L) que tende para Tgk T quando a
rede tende a infinito seguindo a lei logaritmica

n2

Tm(L)=T 4.16
m(L) BKT + (4.16)

(InL)2’

A magnetizacéo foi estudada nesse modelo ndo com a finalidade de
comparar com alguma quantidade mensuravel do problema de misturas
de 3He-*He , mas se investigou o expoente critico 3 e a temperatura Tm, a
fim de verificar se todas as propriedades da transicdo BKT foram conser-
vadas mesmo diante da existéncia de impurezas de He na transicdo. A
curva da magnetizacdo e 0s expoentes criticos estdo ilustrado na Figura
41. O expoente S mostrou-se independente do tamanho da rede. O ajuste
dos pontos Tm (L) esta apresentado na Figura 42. A temperatura Tek T Ob-
tida da magnetizacdo ndo se aproximou muito da encontrada por outros
métodos devido a dificuldade de se encontrar com exatidao a temperatura
Tm(L) e também porque os tamanhos de redes utilizados foram pequenos
paraaaproximacao utilizada. Tambéma Eq. (4.16) tem validade garantida
pelateoria de grupo de renormalizacdo somente para temperaturas muito
proxima da temperatura BKT (67) o que s6 pode ser alcancada com redes
acima de L = 1024. O expoente B8 se mostrou independente também do
campo, como ilustrado na Figura 43
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Figura 41 — Magnetizacdo no plano como func¢do da temperatura para
diferentes tamanhos de rede e campo d = -2, onde 0s pontos
sdo o resultados da simulacdo, a linha tracejada é um ajuste
de uma lei de poténcia e a linha cheia é o resultado exato da
Eq.(4.5).
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Figura42—Curvadatemperaturacritica T (L) x L, onde os pontos sdo o
resultado do ajuste na magnetizacéo e a linha tracejada é o
resultado do ajuste utilizandoaEqg. (4.16) emdois intervalos
diferentes.
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Figura 43 — Magnetizacdo no plano como func¢do da temperatura para
diferentes valores de campos cristalino, onde os pontos sdo os
resultados da simulacgéo, a linha tracejada é um ajuste de uma
lei de poténcia.

4.4.2 Susceptibilidade magnética

O comportamento caracteristicodo XY-VBEG estailustrado maisuma
vez na Figura 44 na qual se observa a susceptibilidade como funcéo da
temperatura para diferentes valores de tamanho de rede L e campo d .
Nota-se que para altas temperaturas a susceptibilidade independe do
tamanho da rede L. Para baixas temperaturas, por outro lado, o sistema
independe do campo d para um dado valor do tamanho L. O compor-
tamento que é dependente simultaneamente de d e L somente aparece
préoximo da transicdo BKT. Nota-se que a curva apresenta a mesma carac-
teristica que a apresentada na rede quadrada.
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Figura 44 — Logaritmo da susceptibilidade como func¢ao da temperatura
para tamanhos de redes variando L =32 a L =512 e diferentes
valores de campo cristalino reduzido d. Os pontos séo resulta-
dos da simulacéo e as linhas cheias sdo guias para os olhos.

Como apresentado na se¢do anterior, a temperatura de transicio BKT
pode ser obtida realizando um ajuste dos pontos da susceptibilidade
para T > Tk T utilizando a Eq. (4.10). Na Figura 45 estd uma exemplo
mais completo para diferentes valores do campo d. Os pontos utilizados
nesse ajuste sdo a média dos valores obtidos em diferentes tamanhos
de redes, contudo nas vizinhangas de Tek T a média é somente sobre
as redes maiores de forma a minimizar o desvio padrdo da média, bem

como, minimizar o erro da regressdo nao-linear (x?/doF ). Nesse ajuste
foi utilizado o algoritmo de Levenberg-Marquardt (121) e o algoritmo de
Nelder—Mead (122).
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Figura 45 — Ajuste do logaritmo da susceptibilidade com funcéo da tem-
peratura de acordo com a Eq. (4.10) para diferentes valores do
potencial quimico reduzido d. A linha cheia é o melhor ajuste
BKT.

Como apresentado anteriormente (Sec. 4.2), o ajuste dos pontos da
curva de susceptibilidade obtidos da simulacgéo, Eq. (4.10), fornece uma
boa estimativa para a temperatura Tk T para d = —-4. Entretanto, para
alguns valores de campo cristalino préximos ao ponto BKT terminal a
equacdo nao fornece um ajuste satisfatério, como pode ser observado
na Figura 45. Isso ocorre porque préximo da regido do ponto BKT termi-
nal a concentracdo de He muda rapidamente com a temperatura para
T > Tek 1. Nas Figuras 46 observa-se melhor esse comportamento, onde
esta apresentado a curva de concentragdo g e a susceptibilidade. Para
temperaturas T > Tk sT a concentracdo de >He cresce e provoca a redu-
¢do da susceptibilidade. Alinha tracejada ilustra o comportamento da
susceptibilidade descrito pela Eq. 4.10 fixando a temperatura BKT. Essa
temperatura foi obtida com a lei de escala dada pela Eq. (4.10).
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Figura 46 —Curva da susceptibilidade e da concentracgéo de 3He como
funcéo da temperatura para redes de tamanho variando de
L=16alL=512.
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Figura 47 — Curvasde x/L?~1xT paradiferentes valoresderede,ed = 3,55
incrementando e decrementando a temperatura. Os pontos
sdoresultado dasimulacéo e as linhas sdo guias para os olhos.

Na Figura 47 observa-se que além do cruzamento das curvas devido a
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transicdo BKT, ha também uma histerese indicando um ponto de transicdo
de primeira ordem. A presenca de uma transicdo BKT e uma transicdo de
primeira ordem indica a proximidade da curva ao ponto BKT terminal
onde a linha de transicdo BKT é truncada pela linha de primeira ordem.

4.4.3 Concentracdo de ®He e sua e distribuicéo de probabilidade

Para obter a linha de transicdo de primeira ordem foi utilizado o
mesmo procedimento utilizado na rede quadrada, ou seja, a histerese ob-
servada na curva de susceptibilidade e na concentracéo de 3He. Damesma
forma que na rede quadrada, a histerese independe do tamanho da rede,
conforme mostrado na Figura 48. A histerese fica mais larga com a redu-
¢do da temperatura, tornando a precisdo muito pequena. Dessa forma
foi utilizada, nas proximidades do ponto BKT terminal e no ponto critico
simples, a distribuicdo de probabilidade da concentragdo de 3He para
localizar com melhor precisédo a linha de primeira ordem.

0.8

0.6

0.4

0,2

Figura 48— Curvade histerese da concentracdo de 3He como funcéo do
campo paradiferentestamanhosderede. Ospontosséoresul-
tadodasimulacdoealinhaéguiaparaosolhos.
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Figura 49 — Curva da distribuicdo de probabilidade da concentracdo de
3He P (q) para rede de tamanho L = 20, em diferentes valores
de temperatura e campo cristalino sobre a linha de coexistén-
cia.

Na Figura 49 estd apresentado a distribuicdo de probabilidade da
concentracdo de 3He P (q) para rede de tamanho L = 20, em diferentes
temperaturas sob a linha de transicdo de primeira ordem. Pode-se ob-
servar que com o aumento da temperatura os dois picos se aproximam
e desaparecem. A presenca de dois picos para rede L = 20 ndo garante a
coexisténcia de fases no limite termodindmico, com discutido na Sec. 4.3.
Na Figura 50a observa-se que mesmo existindo dois picos paraT =1.2 na
rede L =20 0 mesmo ndo acontece para rede L = 40 indicado que o ponto
critico isolado encontra-se abaixo dessa temperatura. J4 na Figura 50b os
dois picos existem para as redes simuladas e a tendéncia é que para redes
maiores eles fiquem ainda mais definidos indicando que o ponto critico
isolado se encontra ha uma temperatura acimade T =1,16
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Figura 50 — Distribuicdo de probabilidades da concentracdo de 2He para
asredesL =20,L =30eL =40.

4.4.4 Diagrama de transicdo de fase

Na Figura 51 esta apresentado o diagrama de transicéo de fase no
planotemperatura versus campo cristalino. O diagramaapresentaamesma
topologia do diagrama obtido para a rede quadrada (Fig. 26 ), o que evi-
dencia que as caracteristicas do diagrama nédo dependem do tipo de
rede. Na Figura 52 est4 apresentado o diagrama de coexisténcia no plano
temperatura versus concentracéo de 3He. O ponto BKT terminal esta
localizado Tpt=1,064(3) e dpT = 3,610(5) com o ponto critico simples
em Tpc=1,175(25) e dpc = 3,49(2). Embora o presente modelo seja li-
geiramente diferente do original proposto por Berker e Nelson, os valo-
res da temperatura correspondente sdo bastante comparaveis, a  saber
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TpT =0,9895e Tpc =1,2159. Em q =0o0usejaparad << 0apresente tem-
peratura é TgKT =1,1275(7) e parao modelo rotor planar é TgkT =1,468
(127).
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Figura 51 — Diagrama de fase no plano temperatura vs. campo cristalino
reduzido parao modelo com K = 1. Os circulos cheios indicam
a transicdo BKT e os abertos indicam a transicéo de primeira
ordem. O tridngulo cheio e o quadrado representam o ponto
critico simples e o ponto BKT terminal, respectivamente. A
insercdo mostra em detalhe a regido préxima aos pontos criti-
cos, onde hd uma aparente continuacdo analitica da transicdo
BKT.
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Figura 52 — Diagrama de coexisténcia no plano da temperatura versus
concentracdo para 0 modelo com K = 1. Os circulos cheios
indicam a transicdo e os circulos abertos indicam o limite de
coexisténcia do superfluido e 3He fluido normal, bem como a
transicdo “He e 3He liquido normal (as linhas s&o apenas guia
para os olhos). O tridngulo cheio e o quadrado cheio represen-
tam, respectivamente, o ponto critico simples e o ponto BKT
terminal parao modelo XY VBEG. A linha pontilhada mostra
o resultado obtido por Berker e Nelson para o modelo rotor
planar (RP).

4.5 Conclusao

Neste capitulo apresentou-se a versao XY do modelo vetorial de Blume-

Emery-Griffiths em redes quadradas e redes triangulares. Os diagramas
obtidos para as redes quadradas e triangulares apresentaram topologias
semelhantes, com uma linha de transicdo BKT terminando em uma linha
de transicdo de primeira ordem num ponto BKT terminal, e a linha de
primeira ordem terminando num ponto critico isolado. Essa é a mesma
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topologia apresenta pelo diagrama de fases do modelo VBEG na versao
rotor planar apresentado por Cardy e Scalapino e por Berker e Nelson.
Algumas diferengas, no entanto puderam ser notadas, entre elas a concen-
tracdo do ponto BKT terminal da rede quadrada apresentado por Cardy e
Scalapino difere significativamente dos resultados obtidos nesse trabalho.
Por outro lado, a concentragdo no ponto BKT terminal da rede triangular
ficou muito préxima do encontrado por Berker e Nelson. Isso indica que a
diferenca do resultado de Cardy e Scalapino com o obtido nesse trabalho
deve esta relacionado ao método de aproximacdo utilizado. Paraa K =1 as
concentracOes para rede triangular e quadrada foram iguais considerando
o intervalo de precisdo, que é um indicativo que a concentracdo no ponto
BKT terminal ndo depende da rede. Contudo, seria necessario analisar a
concentracdo no ponto BKT terminal em outros valores de K .

Para rede quadrada com K=0, o diagrama ficou muito semelhante
ao encontrado por Dilon e colaboradores. O estudo preciso do ponto
tricritico efetivo revelou a exigéncia de um ponto BKT terminal e um
ponto critico isolado, semelhante ao obtido por Berker e Nelson. Contudo,
devido a grande proximidade desses pontos (no limite da precisdo do
método de Monte Carlo) uma prova conclusiva sé dever ser alcancada
por um método analitico.

Nesse capitulo estudou-se amagnetizacdo paradiferentesvaloresde
campo cristalino. Verificou-se que esta apresenta um expoente subcritico
igual ao encontrado na literatura. Observou-se que dentro da faixa de
precisdo esse expoente ndo varia com o campo cristalino. Assim, conclui-
se que mesmo a magnetizacdo sendo um fendmeno que surge devido
ao efeito de tamanho finito, a mesma permanece inalterada na linha de
transicdo BKT.



4.5. Concluséo 113




CAPITULO

Filmes multicamadasde
misturasde3He-*He

Neste capitulo é apresentada as caracteristicas da transi¢do de fase no
modelo XY vetorial de Blume-Emery-Griffiths Eq. (4.2) numa rede cubica
simples com geometria de filme fino, ou seja, uma dimensdo com compri-
mento finito e duas com comprimento infinito. Esse sistema, na transi¢ao
de fase, comporta-se efetivamente como um sistema bidimensional apre-
sentando uma transicao do tipo BKT.

O estudo de filmes de *He em diferentes substratos mostra que o pa-
rametro de ordem superfluido desaparece no contorno do filme (128).
Essa caracteristica foi implementada no modelo utilizando condic¢8es de
contorno livre na superficie do filme. A condicéo de contorno livre pode
ser interpretada como uma condicao de contorno de Dirichlet com o valor
do campo nulo nas superficies (117). Uma alternativa as condicdes de
contorno livre é a condicdo de contorno alternada (staggered). Resulta-
dos numéricos mostraram que condi¢des de contorno livre e alternada
apresentam os mesmos resultados para as quantidades universais (129).

Neste trabalho foram simuladas redes com dimensdes L x L x h, com
condic¢des de contorno periddicas na direcdo de L e condi¢do de contorno
livre nadirecdo de h. Assim, os sitios localizados nas superficies do filme
apresentam apenas cinco vizinhos como esquematizado na Figura 53.
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Figura 53 — llustragdo do filme multicamada simulado.

Aqui, foram empregados 0s mesmos algoritmos de Simulacdo Monte
Carlo utilizados no Capitulo 4, ou seja, o algoritmo de Gas-de-Rede, o al-
goritmo Metropolis, oalgoritmode Wolffeoalgoritmodesuper-relaxacéo.
Foram empregadas também as técnicas do histograma simples e do histo-
grama multidimensional.
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5.1 Calor especifico

[ "N T T T T T T T T T T T

Figura 54 — Curvado calor especifico como fun¢éo da temperatura do mo-
delo XY-VBEG com K =1 e d = -4 para diferentes tamanhos
de rede e de espessurash.

A Figura 54 mostra o calor especifico ¢ como funcdo da temperatura
T para o campo cristalino d = -4, redes de tamanho L =16, L =32 e
L = 64, e espessuras h =1, h = 2 e h = 3. Observa-se que o aumento
da espessura leva o deslocamento do pico para temperaturas maiores,
contudo as curvas de calor especifico para as diferentes espessuras h
apresentam a mesma forma caracteristica da transicdo de fase BKT. O
maximo da curva ocorre a uma temperatura superior a temperatura de
transicao.
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5.2 Modbdulo da helicidade

Figura 55 — Curva do mddulo da helicidade como fun¢éo da temperatura
domodelo XY-VBEG comK =1ed =-4paradiferentes tama-
nhos de rede e de espessuras h. O cruzamento do médulo da
helicidade com a reta 2T /hr7 define a temperatura de transi-
¢ao.

Na Figura 55 esta apresentado o modulo da helicidade para diferentes
espessuras h em d = —4. Ele foi calculado a partir da simulacdo Monte
CarloutilizandoaEq. (4.14) eaEq. (4.15), as mesmas utilizada para filmes
ultrafinos. Contudo, diferente desses os filmes multicamadas apresen-
tam um salto de 2T /hr7 na temperatura de transicdo (34, 130). Pode-se
entdo estimar a temperatura de transicéo a partir do cruzamento do mo-
dulo da helicidade com a reta 2T /hr7, como ilustrado na Figura 55. As
temperaturas assim obtidas estdo apresentadasnaTabela?2.
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5.3 Susceptibilidade

Na Figura 56 esta apresentada as curva de x/L>~"7 como funcéo da
temperatura para diferentes tamanhos de rede e espessuras com K =1e
d = —-4. O cruzamento das curvas para diferentes tamanhos de rede da
uma estimativa para a temperatura de transicdo BKT para um filme de
espessura h. Observa-se que o comportamento das curvas nas diferentes
espessuras é 0 mesmo, ou seja, as curvas para os diferentes valores de L se
cruzam em um Unico ponto. As temperaturas obtidas estdo apresentadas
na Tabela 2. Nessa tabela, observa-se que a temperatura obtida com a
lei de escala da susceptibilidade é equivalente a temperatura obtida com
0 mddulo da helicidade, porém com uma melhor precisdo. Por isso a
linha de transicdo BKT do diagrama de fase sera calculada utilizando o
cruzamento das curvas de x/L2~"7 como funcédo da temperatura.

714
YL

Figura 56 — Curva de x/L?~7 como funcéo da temperatura, onde n = 1/4,
K =1, d = -4 para diferentes tamanhos de rede e de espessu-
ras h.

A temperatura de transicdo BKT nos filmes segue uma relacdo de
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Tabela 2 — Temperatura de transicdo BKT obtida com o mddulo da helici-

dade (TgKT) e com a lei de escala da susceptibilidade (T)B(

parak =1 e d = -4 em diferentes espessuras.

kT)

£ y
=Y =X

" I BKT I BKT

1 0,700(1) 0,6975(14)
2 1,030(3) 1,0305(5)
3 1,189(5) 1,1895(20)
4 1,282(8) 1,281(1)

escala com a espessura do filme relatada por Schultka e Manousakis
(34, 130). Para o modelo rotor planar, essa relacéo € dada por

T

Tekt(h) =T3P (1+ (hebmyiv

), (6.1

onde a™" e b'™T s&o constantes ndo universais, e v e T,°P sdo o expoente e
a temperatura critica do sistema tridimensional. Essa equacdo se ajusta
muito bem aos resultados do modelo XY como pode ser observado na
Figura 57. Nessa figura apresentamos a dependéncia da temperatura de
transicdo BKT com a espessura do filme h em d = —-4. A linha pontilhada
foi obtida fixando os pardmetros conhecidos da Eqg. (5.1), ou seja, 0 expo-
ente do sistema tridimensional v =0,6717(1) (9) e a temperatura critica
do sistematridimensional T%D =1,5518(2) (90). Ajustando as respectivas
constantes obtém-se a™" = 1, 587(8) e b™" = -2, 25(1). Na Figura 58 esta
apresentado o mesmo ajuste para outros valores de campo cristalino. A
temperatura do sistema tridimensional foi retirada do trabalho de Freire e
colaboradores (35).



5.3. Susceptibilidade 121

1.6 |
- T T = |
A= — |

4L - _
L Wad o T () -
L Vs o . -

192 — ff C _

= ' |
o / :
1+ ;," _
L |
- r, |
08k | |
L |
L & -
L L ! | L 1 | I , | I | 5

5 10 T n

h

Figura 57 — Temperatura BKT do modelo VBEG com K = 1 como funcéo
da espessura h dos filmes. A linha pontilha é um ajuste usando
a Eq. (5.1). A linha cheia marca a temperatura de transicao de
um sistema tridimensional.
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Figura 58 — Temperatura BKT do modelo VBEG com K =1 como fungéo
da espessura h dos filmes para diferentes valores da campo
cristalino. A linha pontilha é um ajuste usando a Eq. (5.1).

5.4 Diagrama de transicado de fase

Os diagramas de transicao de fase do modelo XY-VBEG paraK =1¢e
diferentes espessuras estdo apresentados na Figura 59. Observa-se que
os diagramas dos filmes aproximam-se do diagrama do sistema tridimen-
sional com o aumento da espessura h. Pode-se observar que a linha de
transicdo BKT do filme ultrafino (h = 1) é praticamente paralelaao eixo do
campo cristalino, enquanto que a linha de transicdo de segunda ordem
do modelo tridimensional apresenta uma curvatura suave. Essa curvatura
ja pode ser observada também na linha de transicdo BKT do diagrama do
filme com espessura h = 3. Observa-se também que enquanto nos filmes
ha um ponto BKT terminal e um ponto critico isolado, no sistema tridi-
mensional hd um ponto tricritico. Contudo, com o0 aumento da espessura
do filme a distancia entre o ponto BKT terminal e o ponto critico isolado
diminui.
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Figura 59 — Diagrama de fase no plano temperatura vs. campo cristalino
reduzido para o modelo VBEG com K = 1 para filmes com
diferentes espessuras, comparado com o modelo narede tridi-
mensional apresentado por Freire e colaboradores [35]. Os cir-
culos cheios indicam uma transicdo BKT, os abertos indicam
a transicdo de primeira ordem e as estrelas indicam transigdo
de segunda ordem.

Na figura 60 esta apresentado a localizagao do ponto BKT terminal e
do ponto critico isolado para diferentes espessuras e o0 ponto tricritico do
sistematridimensional. Observa-se que os pontos BKT terminal e o ponto
critico isolado tende para o ponto tricritico, como esperado.
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Figura 60 — Localizagdo do ponto BKT terminal (PT) e do ponto critico
isolado (PC) do modelo XY-VBEG com K =1 para diferentes
espessuras. O ponto tricritico do modelo tridimensional esta
marcado com um circulo cheio e foi retirado da Ref. [35] .

No sistema tridimensional, a concentragdo no ponto tricritico gpecT, €
razdo entre a temperatura do ponto tricritico e ado sistema puro T2 7€ /79
sdo dois parametros utilizados para comparar os resultados teéricos com
os resultados experimentais (35).

Neste trabalho foram estudado pardmetros equivalentes quesdoa

gc_)l_n&gntragao de3HenopontoBKTterminal gpteasrazdes T BKT (h)/T OKT (h)
sk 7 (N/Tgk 1 (h) com o objetivo de verificar se as condi¢des de con-

torno influenciam o comportamento desses paradmetros no sistema tridi-
mensional.

NaFigura 61 estédoapregentada; asrazoesTPT h)/T h)eTPC_(h)/T h
obtido ngste trabalho g_rgerrg do sistema® d(lrz\er%'fg %tlrfﬂﬁ( ) KT( )

Ref. (35). Observa-se que as razées TPT _ (h)/T hyeT h)y/To _(h
apro>(<|m)am -se raplda(r]nente deT TCEﬁ'b(CC))m B@L&n%nto% (sp)ess?ﬁg( )
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filme. Isso indica que esse parametro ndo depende significativamente das
condi¢des de contorno.
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Figura 61— Razdes T, - (h)/T2, () e TEC_(h)/T2 _ (h) do modelo, XY-
’ VBEG coft k(=)1 p%ﬁéi?eren?égegp)essaﬁag.( A? razao T arc ITO

C C
do modelo tridimensional retirada da Ref. [35] estd marcado

com uma linha tracejada.

Na Figura 62 esta apresentada a concentragdo média de 3He no ponto
BKT terminal para filmes de diferentes espessuras. Para filme com es-
pessura h = 11 a concentracédo no ponto BKT terminal é de qpt =0, 312,
quase o dobro da concentracdo do modelo tridimensional no ponto tri-
critico que é de gptc =0, 17 (35), contudo é inferior a concentragdo no
ponto tricritico medido experimentalmente que é de gptc = 0,67 (104). O
crescimento da concentracdo com a espessura indica que concentracdes
maiores podem ser alcancadas com filmes de maior espessura, podendo
se igualar a concentracdo experimental no limite h tendendo a infinito.
Esse resultado mostra que o contorno tem uma grande influéncia na con-
centracdo de 3He e por isso a distribuicdo da concentracdo de 3He foi
estudada com mais detalhes.
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Figura 62— Concentracdo média de *He no ponto BKT terminal como
funcéo da espessura. Os pontos sédo resultados das simulagdes
ealinhapontilhada é umaguiaparaosolhos.

5.5 Concentracdo de 3He

Uma caracteristica importante do modelo VBEG em filmes € a va-
riacdo da concentracdo de 3He entre as camadas do filme. Isso ocorre
devido as condig8es de contorno livre nas superficies do filme. Contudo,
camadas com mesma distancia a superficie livre apresentam as mesmas
concentracdes devido a simetria do problema. Os resultados apresentados
nessa secdo sdo referentes a um filme com espessura h = 11 e tamanho
linear L = 40. Sendo assim, sdo apresentadas apenas as concentragdes da
primeira & sexta camada, onde a primeira camada é a mais externa e a
sexta camada a mais interna do filme.

Na Figura 63 apresenta-se a distribuicdo de probabilidade da con-
centracdo de 3He no ponto T = 1,23 e d = 3,3145 para cada uma das
camadas. Nessa configuracao o sistema se encontra na fase superfluida
muito préxima da transicao de primeira ordem. Na figura observa-se que
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a distribuicdo da concentracdo de 3He no filme segue uma distribuicio
normal. Com o ajuste de uma gaussiana obtém-se a média e o desvio
padréo da distribuicdo. A concentracdo média de 3He diminui da camada
mais externa (camada um) para camada mais interna (camada seis). A
distribuicdo de probabilidade da concentragéo 3He na segunda camada é
mais larga que a da primeira, ou seja apresenta um maior desvio padréo.
A partir da segunda camada as curvas de distribui¢cdo de probabilidade
ficam mais estreitas com o afastamento da superficie livre. Observe que
mesmo estando numa fase superfluida a concentracdo de 3He na primeira
camadaéalta ({(q) =0,73372(6)).
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Figura 63 — Distribuicdo de probabilidade da concentracdo de *He P(q)
em cada camada de um filmecomh =11e L =40.

Na Figura 64 esté apresentada a concentragdo média como funcéo de
d , para primeira, segunda, terceira e sexta camada na temperatura T =
1,23. Observa-se que o crescimento de concentracdo na primeira camada
€ mais suave e a concentracdo é muito superior a das outras para campos
pequenos. Na segunda camada ha um crescimento da concentragdo mais
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acentuado nas proximidades da transicao de primeira ordem.

- T=1,23 .

0.6~ *—* camada 6 .
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Figura 64 — Concentracéo de 3He em cada camada como funcéo do campo
cristalino. Os pontos séo resultados da simulacéo e as linhas
sdo guias para os olhos.

A Figura 65 apresenta a distribuicédo da concentracédo de 3He no ponto
de transicéo de primeiraordem T = 1,23, d = 3,315. Pode-se observar na
primeira camada que a distribui¢éo apresenta dois picos muito proximos.
Para camadas mais internas os picos se separam tendo o0 maximo afasta-
mento na sexta camada. A intensidade dos picos muda com as camadas.
Observa-se que enquanto na primeira camada o pico maior concentracédo
apresenta maior intensidade, na sexta camada o pico de menor concentra-
¢cdo apresenta maior intensidade. As intensidades dos picos sdo iguais na
quinta camada. Considerando que a transicdo de primeira ordem ocorre
no ponto exato onde os dois picos apresentam intensidades iguais, im-
plica que para T = 1, 23 o ponto de coexisténcia da primeira camada
ocorre para um campo cristalino levemente inferior ad = 3,315 enquanto
gue para sexta camada ocorre a um campo levemente superior a este.



5.6. Conclusao 129

o o
=] ! | T = T T T
w | Primeira camada t 71 [ Scgundacamada 7
el N =r —
S [y = t
-~ I ] B " 7
il & | =L noo
& 1y (=] LN}
o[ P B
g- - i» IR g — 1 —
L ‘ ’c re 4 | }‘ﬂ'; 1 1\‘ i
- " | ; |U t . . h. 4 %
0 0.5 1 0 0.5 1
«l (&}
= T | T = T T T
[ Quinta camada b - Sexta camada R
hay — hay -
=} =]
=t —
il i -
= I'1 ﬁl S
T g b 4
'8' _T' i ! 1 8 —
| 11 h t =
-y 4 4
o b LN | j. % - | X
0 0.5 1 0.5 1
q q

Figura 65— Distribuicdo de probabilidade em diferentes camadas hum
pontosobrealinhadetransicdodeprimeiraordem. Ospontos
sdoresultado dasimulacdo alinhaéum ajuste gaussiano.

5.6 Conclusao

Nesse capitulo, estudou-seomodelo XY -VEBEG emfilmesfinos utili-
zando Simulacédo Monte Carlo e Técnica do Histograma. Os filmes multi-
camadas desse modelo apresentaram uma transicdo de fase do tipo BKT
com a mesma caracteristica do filme monocamada estudado no capitulo
anterior.

Utilizando arelacdo de escalacom n =1/4 para os filmes de diferentes
espessuras foi obtida uma temperatura de transicdo BKT que coincide
com a temperatura BKT obtida com o mddulo da helicidade. Com isso
acredita-se que o expoente 7 ndo varia com a espessura do filme e a
relacdo de escala com n = 1/4 pode ser utilizada para obter as linhas de
transicdo BKT para filmes de diferentes espessuras.

Por outro lado, a temperatura de transicdo BKT aumenta com a es-
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pessura do filme. Essa temperatura tende a temperatura de transicao de
segunda ordem do sistema tridimensional quando a espessura do filme
tende a infinito. Foi possivel ajustar a relacdo apresentada por Schultka
e Manousakis a temperatura BKT obtida nas diferentes espessuras. Para
0 ajuste foi utilizado a temperatura e 0 expoente do comprimento de
correlacdo v do sistema tridimensional. Um bom ajuste foi obtido para
omodelo XY-VBEG com diferentes valores de campo cristalinos, isso in-
dicaque o expoente v ndo variacom o campo. Ressalta-se que no terceiro
capitulo foi mostrado que o expoente ndo varia com adiluicdo temperada.

Para K =1, o diagrama de transicdo de fase dos filmes apresenta um
ponto BKT terminal e um ponto critico isolado. Esses pontos aproximam-
se um do outro com o aumento da espessura do filme e tendem para o
ponto tricritico no sistema tridimensional.

No sistema tridimensional, a concentragdo no ponto tricritico gqecT €
razao entre atemperatura do ponto tricritico e a do sistemapuro T2 ¢ /T9
sdo parametros utilizados para comparar os resultados tedricos com os re-
sultados experimentais. Estudou-se esses parametros nos filmes a fim de
verificar se as condi¢Bes de contorno influenciam o comportamento des-
ses parametros. Verificou-se que a concentracdo no ponto BKT terminal
aumenta muito com o aumento da espessura do filme, de forma que para
h =11 a concentracéo gpcTt € 0 dobro do resultado obtido para o sistema
tridimensional. Conclui-se que gpcT € influenciado pelas condi¢8es de
%%nrté)rn%. Jaasrazbes TEL - (h)/T gKT (h)e TEET (h)/T I(B)KT (h) tende para

¢ [ITs, o que indica que esse parametro ndo depende significativa-

mente das condi¢Bes de contorno.

A concentracdo qpcT medida experimentalmente é muito superior a
obtidaparaomodelo XY-VBEGtridimensional, osestudosindicamqueas
condic¢des do contorno podem ser a causa para a diferenca nos resultados.

O estudo da distribuicdo de probabilidade da concentragéo de 3He no
filme revelou que a concentragéo de 3He é maior nas camadas mais exter-
nas. No ponto de transicdo de primeira ordem a distribuicdo apresenta
dois picos em cada uma das camadas. A posicdo dos picos muda depen-
dendo da camada, isso esta relacionado ao potencial livre na superficie
dofilme.
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METODO MONTE CARLO APLICADO AO MODELO XY

Joao Batista dos Santos-Filho
Tatiana Santos de Araujo Batista

A simulacao computacional tornou-se uma
ferramenta fundamental nas Ciéncias. A notoria
evolucao da capacidade dos computadores so €
suplantada pela surpreendente capacidade da
humanidade de aprimorar suas técnicas. Novas
teorias possibilitam /calculos mais precisos e
simulacoes computacionais mais eficientes. Tendo
isso em vista, este livro tem como objetivo divulgar
os recentes desenvolvimentos das técnicas de
imulacao computacional na area de Fisica
tatistica aplicada ao modelo XY. Nele sao
cutidos sobre materiais magnéticos XY
rdenados e filmes de mistura de hélio na
icao de fase superfluida que sao dois

¢



